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Àííîòàöèÿ

Ðàçðàáîòàíà äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèôðàêöèè
æåñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ îò ìíîãîñëîé-
íîé äèôðàêöèîííîé ðåøåòêè (ÌÄÐ) ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðèîäîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàí ôîðìà-
ëèçì îãðàíè÷åííîãî ôðîíòà ïàäàþùåé âîëíû. Ðå-
øåíèå îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé äèôðàêöèè ïîëó÷å-
íî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà. Èñ-
ñëåäîâàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è è âëèÿíèå
øèðèíû çàñâåòêè ïàäàþùåãî ïó÷êà íà ðàñïðåäå-
ëåíèå èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ â îáðàòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
ìíîãîñëîéíàÿ äèôðàêöèîííàÿ ðåøåòêà, äèíàìè-
÷åñêàÿ äèôðàêöèÿ, êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå

Abstract

The paper briefly presents the main provisions of
the dynamic theory of diffraction of a monochro-
matic X-ray beam on a lamellar multilayer grating
(LMG) with a finite number of periods. The applica-
tion of the Kotelnikov’s theorem allowed to present
integro-differential diffraction equations in a simple
matrix form. The solution of these equations by the
method of numerical integration allows us to find
the intensity of the reflected wave from the LMG.
The angular distribution of the scattering intensity
is represented in the form of reciprocal space map-
ping (RSM). Using the conclusions of the theory,
a numerical experiment was carried out for Ni/C
LMG in two configurations. In the first configura-
tion, the incident wave is entirely highlighted by a
finite number of periods of LMG. In the second con-
figuration, a narrow beam was reflected on a rather
wide LMG. The RSM and their sections along the qz
axis of these two configurations are analyzed and
their differences are shown. We consider the tradi-
tional LMG produced by lithographic method with
etching.

Keywords:
lamellar multilayer grating, dynamic diffraction, re-
ciprocal space mapping

•
Введение

С появлением новых подходов к задачам
рентгеновского рассеяния на многослойных ди-
фракционных решетках (МДР) совершенствуются
методы анализа дифракционных данных, в част-
ности, все интенсивнее используется картогра-
фирование интенсивности рассеяния в обратном
пространстве. Традиционно когерентное рассея-
ние на МДР описывается в рамках пространствен-
но неограниченной рентгеновской волны, при этом
дифракционные порядки становятся бесконечно
узкими в латеральном направлении. Такой тео-
ретический подход к задачам картографирова-
ния не применим. Поскольку в экспериментальных
исследованиях рентгеновские пучки латерально
ограничены, необходим новый формализм для
рассмотрения дифракционной задачи. Работа по-
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священа развитию теории дифракции от МДР с ис-
пользованием нового подхода.

Теория

Пусть на МДР, состоящая изNΛ числа пери-
одов шириной Λ (рис. 1), под углом ϑ1 к оси x па-
дает монохроматическое синхротронное излуче-
ние с длиной волны λ. Считаем, что фронт падаю-
щей волны ограничен и имеет поперечный размер
s1. Штрихи дифракционной решетки параллельны
оси y, а ось z нормальна к поверхности образца и
направлена вверх. Период многослойного рентге-
новского зеркала (МРЗ) обозначим параметром d,
общую толщину – sz, а толщину вытравленной ча-
сти МРЗ – szg. Найдем интенсивность отраженной
волны Ih в направлении угла ϑ2.

1 2 ... NΛ
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Ðèñ. 1. Ñõåìà îòðàæåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà îò
îãðàíè÷åííîé ÌÄÐ.
Fig. 1. X-ray beam reflection scheme on the bounded
multilayer grating.

Математическая модель рентгеновской по-
ляризуемости МДР χ = (χAa + χS(1 − a))b зави-
сит от функции a(z), которая моделирует распре-
деление слоя поглотителя в объеме МРЗ, и функ-
ции b(x, z), позволяющей описать рельеф МДР.
Считаем, что слой поглотителя и разделителя на-
ходится в аморфном состоянии, и их поляризуе-
мости равны χA и χS соответственно. Функция a
равна единице в слое поглотителя и равна нулю в
слое разделителя. Функция b равна единице внут-
ри отражающей полосы и нулю – за ее пределами.
В приближении двух сильных волн считается, что
в объеме МРЗ распространяется проходящая вол-
на, поле которой имеет вид E0(r) = A0(r) e

ik0r,
и дифрагированная – E1(r) = A1(r) e

ik1r. Здесь
k0 – волновой вектор падающей волны, |k0| =
k = 2π/λ – волновое число, k1 = k0 + h, h –
вектор обратной решетки многослойной структу-
ры, |h| = h = 2π/d. Амплитуды A0,1(r) явля-
ются медленно меняющимися функциями от про-
странственных координат. Формально из уравне-
ния Гельмгольца (△ + k2(1 + χ(r)))E(r) = 0
можно получить следующую систему уравнений
относительно неизвестных функций Ã0,1(ξ, z) =

(2π)−1∫ dxA0,1(x, z) e
−iξx:(

∂

∂z
− iηn(ξ)

)
Ãn(ξ, z)

=
∑

n′=0,1

ian,n′

∫
dξ′ b̃(ξ′, z) Ãn′(ξ − ξ′, z). (1)

Здесь индекс n равен 0 или 1. Пределы интегри-
рования от −∞ до +∞. В уравнениях (1): b̃ –
Фурье образ функции b, ηn(ξ) = [nh(k sinϑ1 −
nh/2) − ξ(k cosϑ1 + ξ/2)]/(nh − k sinϑ1), an,n′ =
k2χn−n′/(2nh−2k sinϑ1),χn = χS sinc(πn)+(χA−
χS) sinc(πnγ) e

iπnγ – Фурье коэффициенты рент-
геновской поляризуемости МРЗ, γ – отношение
толщины слоя поглотителя к периоду МРЗ. Заме-
тим, что система перевязанных интегро-диффе-
ренциальных уравнений (1) зависит только от па-
раметра ϑ1. Граничные условия задачи: Ã0(ξ, 0) =

(A1s1/ sinϑ1) sinc(ξs1/(2 sinϑ1)) и Ã1(ξ,−sz) = 0.
Так как амплитуды A0,1(x, z) имеют компактный
носитель на оси x, то согласно теореме Котельни-
кова их Фурье образыможно записать в виде ряда:

Ãn(ξ, z) =
∑
m′

Ãn(ξm′ , z) sinc(Bξ − πm′), (2)

где ξm = πm/B – эквидистантные отчеты на оси
ξ, пределы суммирования от −∞ до +∞. Произ-
вольная величинаB = ΛNB/2 характеризует ком-
пактность носителя функций A0,1(x, z), NB – под-
ходящее целое число. Подставим ряд (2) в систе-
му уравнений (1). Запишем полученные уравнения
в матричной форме, ограничившись числом неиз-
вестных функций Ã0,1(ξm, z):

∂A(z)

∂z
= M(z) ·A(z). (3)

Здесь векторA(z) = (A0(z)A1(z))
T, (A0,1(z))r =

Ã0,1(ξr, z), блочная матрица M(z) состоит из
квадратных матриц (M11(z))r,c = η0(ξr) δrc +

a0,0 B̃r−c(z), (M12(z))r,c = a0,1 B̃r−c(z),
(M21(z))r,c = a1,0 B̃r−c(z), (M22(z))r,c =

η1(ξr) δrc + a1,1 B̃r−c(z), индексы строки r
и столбца c пробегают значения от –M
до M , δrc – символ Кронекера, B̃m(z) =
Γ(z)/NB sinc(πmΓ(z)/NB)LN (πm/NB), LN (x) =
sin(Nx)/ sin(x),N = min(NB, NΛ) – эффективное
число периодов МДР. Функция Γ(z) задает модель
формы отражающих полос и равна отношению
ширины отражающей полосы к периоду МДР на
глубине z. В области z < −szg функция Γ(z) = 1.
Уравнение (3) решается численным методом. Ин-
тенсивность отраженной волны в направлении уг-

ла ϑ2 (рис. 1) равна Ih =
∣∣∣k sinϑ2 Ã1(qx, 0)

∣∣∣2, где
qx = k(cosϑ2 − cosϑ1) – проекция на ось x от-
клонение вектора рассеяния от узла обратной ре-
шетки, qz = k(sinϑ1 + sinϑ2) − h. Для частичной
суммы по m в выражении (2) необходимо, чтобы
M > B|qx|/π.

Численное моделирование

Численное моделирование проводилось
для Ni/C МДР c параболической моделью фор-
мы отражающих полос [1] (Γb = 1, Γt = 0,4,
Γτ = −0,21). В вычислениях были использованы
следующие значения параметров: λ = 0,154 нм,

6



Известия Коми научного центра УрО РАН. № 3(39). Сыктывкар, 2019

d = 3,9 нм, γ = 0,37, sz = 0,273мкм, szg =
0,156мкм, Λ = 0,8мкм. Численный эксперимент
проведен в двух конфигурациях (рис.2). В пер-
вой конфигурации пучок полностью засвечивал
41 период МДР, во второй – узкий пучок шири-
ной 0,648мкм испытывал дифракцию на МДР с
большим числом периодов. На рис.3 представле-
ны карты распределения интенсивности рассея-
ния в обратном пространстве для первой и второй
конфигурации эксперимента. На рис.4 показаны
сечения этих карт вдоль оси qz при разных значе-
ниях qx.

0
x

1)

2)

BB

s1

s1

Ðèñ. 2. Ñõåìà 1-é è 2-é êîíôèãóðàöèè ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà.
Fig. 2. Diagram of the first and second configurations
of a numerical experiment.

Ðèñ. 3. Êàðòû ôóíêöèè lgIh(qx, qz) äëÿ 1-é è 2-é êîí-
ôèãóðàöèè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.
Fig.3. Maps of the function lgIh(qx, qz) for the first and
second configurations of a numerical experiment.

Распределение интенсивности рассеяния в
обратном пространстве для первой и второй кон-
фигурации существенно отличаются друг от дру-
га не только вдоль оси qx, но и вдоль qz-сече-
ний. В случае первой конфигурации МДР «купает-
ся» в падающем пучке. Поэтому фактор засветки
поверхности решетки не влияет на RSM. В отли-
чие от этого случая для второй конфигурации фак-
тор засветки имеет существенное влияние. Точ-
ный учет параметра sinϑ1 в вычислениях приво-
дит к тому, что для второй конфигурации числен-
ного эксперимента кривые отражения вдоль qx =
−kΛ и qx = kΛ, где kΛ = 2π/Λ, имеют разную вы-
соту и ширину максимумов, в то время как на кар-
тах, рассчитанных по упрощенным формулам [2],
сателлитная структура была симметричной. Это
можно связать с нелинейностью функции 1/ sinϑ1

от qx и qz для Ni/C МДР, у которой угол Брэгга со-
ставляет примерно 1°.
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Ðèñ. 4. Ñå÷åíèÿ êàðò âäîëü îñè qz äëÿ ïåðâîé (êðè-
âàÿ 1) è âòîðîé (êðèâàÿ 2) êîíôèãóðàöèè ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà: a) qx = 0; b) qx = kΛ и qx = −kΛ(

∗).
Fig. 4. The RSM sections along the qz axis for the
first (curve 1) and second (curve 2) configurations of
a numerical experiment: a) qx = 0; b) qx = kΛ and
qx = −kΛ(

∗).
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