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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äâóõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí, ðàñïîëî-
æåííûõ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã íàä äðó-
ãîì. Íà âåðõíþþ ïëàñòèíó äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ
íàãðóçêà. Ïðîãèáó âåðõíåé ïëàñòèíû ïðåïÿòñòâó-
åò íèæíÿÿ, òàê ÷òî âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ çîíà êîí-
òàêòà. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì
òåîðèè óïðóãîñòè ñ íåèçâåñòíîé îáëàñòüþ àêòèâ-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè. Ïî-
äîáíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíî-íåëèíåé-
íûìè, òàê êàê ïðè èõ ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðå-
òàöèè èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà èëè íåäèôôåðåí-
öèðóåìûå ôóíêöèè. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîé
âàðèàöèîííîé ïðîáëåìå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïðî-
ãèá â âèäå íåðàâåíñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
óñòîé÷èâîñòü, ñèëà ðåàêöèè, äâîéñòâåííàÿ çàäà-
÷à, êîíòàêòíàÿ çàäà÷à, îäíîñòîðîííèå îãðàíè÷å-
íèÿ, ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

Abstract

The contact problem of two parallel rectangular
plates located at some distance one above the other
is considered. The upper plate is under normal load.
The deflection of the upper plate is prevented by the
lower one, so that some contact zone appears. Prob-
lems of this kind refer to the problems of the the-
ory of elasticity with an unknown region of active
interaction of structural elements. Such problems
are constructively nonlinear, since their mathemat-
ical interpretation uses inequalities or undifferen-
tiable functions. The problem is reduced to a cer-
tain variational problem with deflection constraints
in the form of inequalities. For finite-dimensional
approximation, the finite-difference method is used,
as a result of which the convex quadratic program-
ming problem is obtained. In the study of convex
programming problems, duality theory can be effec-
tively applied. Using the saddle point theorem of the
Lagrange function, a dual problem of mathematical
programming is formulated, the solution of which is
the desired reaction force of the interaction of two
plates. The method used in the work assumes a pre-
liminary inversion of the equilibrium equations op-
erators of the contacting elements. The solution of
the equations of mechanics of rods, plates and shells
is in itself a rather complicated problem. However,
for this you can use all the classical methods. In the
proposed paper, the results were obtained using an
iterative procedure, which is a gradient projection
method applied to the dual problem, the convergence
of which was proved in the framework of the linear
theory of rods, plates and shells. This method is
also implemented in solving the nonlinear Karman
problem. The results were compared. The compari-
son showed that the difference in the values of the
contact interaction reaction forces in the linear and
nonlinear cases is small, but the deflection values
differ by almost one and a half times.

Keywords:
stability, reaction force, dual task, contact problem,
unilateral restrictions, Lagrange multipliers

•
Введение

Интерес к конструктивно-нелинейным зада-
чам механики упругих тел обусловлен необходимо-
стью расчета все более сложных конструкций, встре-
чающихся в инженерной практике. Данные задачи
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относятся к классу контактных задач с неизвестной
областью активного взаимодействия элементов кон-
струкций. Исследование подобного рода задач – важ-
ная проблема при анализе прочности конструкций,
поскольку контактное давление является одним из
определяющих видов силовой нагрузки на элементы
инженерной конструкции. Достаточно полный обзор
алгоритмов решения контактных задач содержится в
работе Н.Г. Бураго, В.Н. Кукуджанова [1].

Рассматриваемые проблемы сводятся к ис-
следованию вариационных неравенств. Основы тео-
рии вариационных неравенств заложены в работах
Ж.- Л. Лионса, Р. Гловински, Р. Тремольера [2], Бай-
оки К., Капело А. [3], а также в работе Е.И. Михайлов-
ского и В.Н. Тарасова [4]. Систематическому приме-
нению неравенств и негладких функционалов в ме-
ханике посвящена монография П. Панагиотопулоса
[5] и работа Г. Дюво, Ж.Л. Лионс [6]. В монографии
Е.И. Михайловского [7] рассматриваются контактные
задачи с неизвестной областью активного взаимо-
действия элементов. В частности, там приводится
аналитическое решение контактной задачи системы
двух параллельных балок, находящихся на некото-
ром расстоянии друг от друга. На верхнюю балку дей-
ствует постоянная нагрузка так, что в процессе де-
формации балки контактируют в некоторой области.
Приближенные методы решения экстремальных за-
дач в полном объеме раскрывают В.Ф. Демьянов и
А.М. Рубинов [8].

В данной работе численным методом решает-
ся контактная задача для двух параллельных пла-
стин, расположенных на некотором расстоянии друг
от друга. На верхнюю пластину действует нормаль-
ная нагрузка. Для решения применяется метод обоб-
щенной реакции, разработанный в работе [4]. Он
представляет собой метод проекции градиента, при-
мененный к двойственной задаче математического
программирования. На каждом шаге предлагаемого
алгоритма требуется решать уравнения равновесия
пластины, что само по себе представляет достаточно
сложную задачу. Преимущество данного алгоритма
заключается в том, что для решения уравнений рав-
новесия можно использовать все известные методы
решения краевых задач в теории пластин. Учет огра-
ничений в форме неравенств значительно усложняет
использование пакетов метода конечных элементов
(МКЭ), особенно в случае нелинейной теории рав-
новесия. В случае использования линейной теории
пластин двойственная задача выписывается в явной
форме, что значительно упрощает вычисления. Од-
нако метод обобщенной реакции успешно применен
и в случае нелинейной теории пластин Кармана. За-
дачи такого рода могут быть успешно решены прак-
тически в любом пакете конечно-элементного моде-
лирования, однако круг решаемых ими задач огра-
ничивается, в основном, решением уравнений рав-
новесия, либо уравнений движения элементов кон-
струкций, тогда как в нашем случае требуется решать
задачу выпуклой оптимизации. Применение теории
двойственности в методах оптимизации всегда явля-
ется довольно эффективным.

Теория двойственности и ее применение, в
том числе и к задачам механики, подробно изло-

жена в монографии И. Экланд, Р. Темам [9]. В ра-
боте П.С. Аронова [10] представлено решение кон-
тактной задачи теории упругости с односторонними
связями методом конечных элементов. В [11] авто-
ры М.А. Осипенко и Ю.Н. Няшин исследовали зада-
чи об одностороннем контакте балок, струн и пла-
стин, предложили метод построения аналитическо-
го решения, а также доказательство существования
и единственности этого решения. В [12] K.A. Tzaros
и E.S. Mistakidis рассмотрели задачу об односто-
роннем контактном изгибе непрерывных балок при
наличии начальных геометрических несовершенств,
представили аналитический метод, основанный на
теории упругой устойчивости. Математический под-
ход Эйлера, построенный на фундаментальном ре-
шении краевой задачи потери устойчивости непре-
рывных балок, авторы модифицировали с учетом
условий одностороннего контакта. Кроме того, что-
бы полученные аналитические решения были при-
менимы для практических случаев проектирования,
K.A. Tzaros и E.S. Mistakidis учли фактическую проч-
ность поперечного сечения балки при комбинирован-
ном сжатии и изгибе. Реализация предлагаемого спо-
соба демонстрируется в статье на характерном при-
мере. В статье А.В. Ермоленко [13] приведены уточ-
ненные уравнения теории пластин для решения кон-
тактных задач. В работе [14] особое внимание уде-
ляется случаю, когда контактные ограничения нала-
гаются упругим основанием типа Винклера, и осно-
вание реагирует только на сжатие, характеризуя кон-
такт как односторонний. Для решения этого класса
односторонних контактных задач предлагается под-
ход типа Ритца с подвижными границами, в котором
координаты, определяющие границы контактных об-
ластей, рассматриваются как дополнительные пере-
менные задачи. Метод иллюстрируется конкретны-
ми примерами и результаты сравниваются с доступ-
ными результатами, полученными методами конеч-
ных элементов и математического программирова-
ния. Контактная задача для двух пластин одинаковой
формы рассмотрена Е.В. Пяткиной в статье [15]. Там
предполагается, что пластины, одинаковые по фор-
ме и размерам, расположены параллельно друг дру-
гу без зазора, и на боковых границах выполняются
условия жесткого закрепления. Для решения исполь-
зована модель Кирхгофа–Лява, выведены вариаци-
онные и дифференциальные постановки, рассмотре-
ны случаи двух упругих пластин и когда одна из пла-
стин является упругой.

Контактная задача для двух параллельных
прямоугольных пластин

Рассмотрим систему из двух параллельных
прямоугольных пластин, находящихся друг под дру-
гом на расстоянии ρ. Обозначим через wi(x, y), 0 ≤
x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, i = 1; 2 прогибы пластин. Пусть
на верхнюю пластину действует нормальная нагруз-
ка q. Пусть для определенности выполнены гранич-
ные условия шарнирного опирания:

wi(0, y) = 0, wi(a, y) = 0, wi(x, 0) = 0, wi(x, b) = 0,
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∂2wi(0, y)

∂x2
= 0,

∂2wi(a, y)

∂x2
= 0,

∂2wi(x, 0)

∂y2
= 0,

∂2wi(x, b)

∂y2
= 0. (1)

Предположим, что перемещения пластины
приводят к их контактному взаимодействию. Тогда
решение задачи сводится к вариационной проблеме

J(w1, w2) =

∫ a

0

∫ b

0

[
D1

2
(∆w1)

2 − qw1+

+
D2

2
(∆w2)

2

]
dxdy → min, (2)

при ограничениях

w1 − w2 − ρ ≤ 0, (x, y) ∈ Ω, Ω = [0, a]× [0, b], (3)

Di – цилиндрические жесткости пластин.
Решение задачи (2)–(3) существует в W 2

2 (Ω)
— в пространстве функций Л.С. Соболева, имеющие
обобщенные, суммируемые с квадратом вторые про-
изводные. Введем в рассмотрение функцию Лагран-
жа

L(w1, w2, r) =

∫ ∫
Ω

[
D1

2
(∆w1)

2+

+
D2

2
(∆w2)

2 − qw1 + r(w1 − w2 − ρ)

]
dxdy.

Справедливо следующее утверждение [16]:
для того, чтобы функцииw∗

1 , w
∗
2 были решениями за-

дачи (2)–(3), необходимо и достаточно, чтобы нашел-
ся множитель Лагранжа r∗x, y ≥ 0, (x, y) ∈ Ω, такой,
что w∗

1 , w2∗ и r∗ были седловыми точками функции
Лагранжа, т.е.

L(w∗
1 , w

∗
2 , r) ≤ L(w∗

1 , w
∗
2 , r

∗) ≤ L(w1, w2, r
∗), (4)

(вообще говоря r∗(x, y) – не обязательно суммируе-
мая с квадратом функция).

Справедлива теорема о минимаксе:

max
r≥0

min
(w1,w2)

L(w1, w2, r) = min
(w1,w2)

max
r≥0

L(w1, w2, r).

Задача минимизации функционала по w1, w2

приводит к системе Эйлера{
D1∆∆w1 = q − r,

D2∆∆w2 = r.
(5)

Проблема F̃ (r) → max и задача (2)–(3) являются
парой двойственных задач выпуклой оптимизации.
Наряду с уравнениями (5), необходимо рассмотреть
условия, которым должны удовлетворять перемеще-
ния w1, w2, 

w1 − w2 − ρ ≤ 0,

r ≥ 0,

r[w1 − w2 − ρ] = 0.

(6)

Введем в рассмотрение функционал

F̃ (r) = min
(w1,w2)

L(w1, w2, r). (7)

Уравнения (6) являются уравнениями равновесия
элементов; второе ограничение в (6) – условие од-
носторонности связи; последнее ограничение – усло-
вие дополняющей нежесткости, заключающееся в
том, что если сила реакции r не обращается в ноль,
то w1 − w2 − ρ = 0, т.е. пластины контактируют в
некоторой точке, и наоборот, если w1 − w2 − ρ < 0,
то r = 0.

Решение уравнений (5) запишем в виде:

w1 = G1(q − r), w2 = G2r, (8)

где G1, G2 – ограниченные линейные операторы в
L2(Ω). (6) будет выполнено, если сила реакции кон-
тактного взаимодействия пластин будет удовлетво-
рять уравнению

r = [r − α(G2r −G1(q − r) + ρ)]+, (9)

где f+ = maxα>0{0, f} = 1
2(|f |+ f) – срезка функ-

ции f . В самом деле, пусть r = 0, то получим w2 +
ρ < w1. Если же r > 0, тогдаG2r−G1(q−r)+ρ = 0,
т.е. w2 + ρ = w1.

Обозначим (f, g) =
∫ ∫

Ωf(x, y)g(x, y)dxdy –
скалярное произведение в L2(Ω). Подставляя (8) в
функционал Лагранжа (4), с учетом граничных усло-
вий (1) найдем явное выражение для функционала
F̃ (r).∫ ∫

Ω

D1

2
(∆w1)

2dxdy =

∫ ∫
Ω

D1

2
∆∆w1·w1dxdy =

=

∫ ∫
Ω

1

2
(G1(q−r), q−r)dxdy =

1

2
(G1(q−r), q−r),∫ ∫

Ω

D2

2
(∆w2)

2dxdy =
1

2
(G2r, r),

F̃ (r) = −1

2
(G1r, r)−

1

2
(G2r, r)+

+(G1q, r) + (ρ, r)− 1

2
(G1q, q).

Для отыскания седловой точки функционала Лагран-
жа необходимо решить задачу

F (r) → min
r≥0

,

где F (r) = −F̃ (r).
Сформулируем несколько теорем из теории

экстремальных задач [8]. ПустьM ∈ L2 – выпуклое,
замкнутое, непустое множество, f(r) – непрерывно
дифференцируемый функционал, f ′(r) – производ-
ная функционала f(r). Пусть r ∈ L2 – некоторая точ-
ка, ν(r) = PM (r) – проекция точки r на множество
M , т.е. решение экстремальной задачи

1

2
||ν(r)− r||2 = min

ν∈M

1

2
||ν − r||2

есть ближайшая точка множестваM к точке r. Такая
точка существует и единственная. Пусть α > 0, ω(r)
– проекция точки r − αf ′(r) на множество M, т.е.
ω(r) = ν(r − αf ′(r)).

Теорема 1. Для того чтобы r∗ была решением
задачи

f(r) → min
r∈Ω

(10)
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необходимо, а в случае выпуклости f(r), и достаточ-
но, чтобы r∗ была неподвижной точкой отображения
ω(r) :

r∗ = ω(r∗) = ν(r∗ − αf ′(r∗)). (11)

Производная от функционала F (r) имеет вид

F ′(r) = G1r +G2r + ρ−G1q,

аM – это множество неотрицательных функций в L2

из Ω. Проекция некоторой точки на множество M в
данном случае имеет вид

ν(r) =
1

2
(|r|+ r) = max{0, r}.

Необходимое условие (11) для задачи (10) в форме
проекции градиента имеет вид

r∗ = (r∗ − α(G1(r∗ − q) +G2r∗ + ρ)+, (12)

последнее уравнение совпадает с уравнением (9).
Для решения уравнения (12) можно применить метод
последовательных приближений. Пусть r0 – некото-
рая неотрицательная функция

rk+1 = (rk − α(G1(rk − q) +G2rk + ρ)+. (13)

Можно показать [4], что существует α0 > 0 такое, что
при всех α ∈ (0, α0] последовательность (13) явля-
ется минимизирующей для функционала F (r) наM ,
т.е.

lim
k→∞

F (rk) = inf
r∈M

F (r),

и последовательность перемещений

w1k = G1(q − rk), w2k = G2rk (14)

сходится к решению задачи (1) – (3). Для реализации
алгоритма (11) необходимо решать уравнение равно-
весия пластин (5).

Рассмотрим бигармоническое уравнение

D∆∆w = q

при выполнении граничных условий (1).
Для конечномерной аппроксимации применим

метод сеток. Сеточный бигармонический оператор
имеет вид:

∆̃∆̃wij = ∆̃∆̃w(xi, yj) =
1

h4
(20wij−

−8(wi,j+1 + wi+1,j + wi−1,j + wi,j−1)+

+2(wi+1,j+1 + wi+1,j−1 + wi−1,j+1 + wi−1,j−1)+

+(wi,j+2 + wi+2,j + wi−2,j + wi,j−2)).

Граничные условия дают равенства:

w0,j = wm,j = 0, w2,j = 2w1,j ,

wm−2,j = 2wm−1,j = 0, 0 ≤ j ≤ n,

wi,0 = wi,n = 0, wi,2 = 2wi,1,

wi,n−2 = 2wi,n−1 = 0, 0 ≤ i ≤ m.

При конечномерной аппроксимации уравнение (5)
превращается в уравнение{

A1W1 = q − r,

A2W2 = r,

где A1, A2 – симметричные, положительно опреде-
ленные матрицы, аW1,W2 ∈ Rm×n.Обратным опе-
раторамG1, G2 также соответствуют некоторые мат-
рицы G̃1, G̃2. В этом случае решение задачи (9) су-
ществует, и метод последовательных приближений
(12) – (13), где операторыG1 иG2 нужно заменить на
«сеточные» операторы G̃1 и G̃2, сходится к некото-
рой точке r∗ ∈ Rm×n . Метод (9) применялся для ре-
шения контактной задачи двух прямоугольных пла-
стин и в нелинейном случае.

Если рассматривать нелинейные уравнения
равновесия пластин в рамках теории Кармана, то
вместо уравнения (5) необходимо решать систему
уравнений:

D1∆∆w1 = q + βα(w1, ϕ1)− r,

2

E
∆∆ϕ1 = −α(w1, w2),

(15)

D2∆∆w2 = βα(w2, ϕ2) + r,

2

E
∆∆ϕ2 = −α(w2, w2),

(16)

где

α(w, ϕ) =
∂2w

∂x2
· ∂

2ϕ

∂y2
+

∂2w

∂y2
· ∂

2ϕ

∂x2
− 2

∂2w

∂x∂y
· ∂2ϕ

∂x∂y

– билинейная форма Кармана. При β = 0 уравнения
(15) – (16) переходят в уравнения (7).

Функции напряжений ϕ(x, y) в самом простом
случае граничных условий – отсутствие касательных
и нормальных напряжений на краях пластины – удо-
влетворяют краевым условиям:

∂2ϕi(0, y)

∂y2
=

∂2ϕi(a, y)

∂y2
= 0,

∂2ϕi(0, y)

∂x∂y
=

∂2ϕi(a, y)

∂x∂y
= 0,

∂2ϕi(x, 0)

∂x2
=

∂2ϕi(x, b)

∂x2
= 0,

∂2ϕi(x, 0)

∂x∂y
=

∂2ϕi(x, b)

∂x∂y
= 0, (x, y) ∈ [0, a]× [0, b].

Для конечномерной аппроксимации уравнений (15) –
(16) также применялся метод сеток.
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Полученные результаты

Для пластин размером a = b = 40 см, h =
0, 5 см, D1 = D2 = 57, 234 кг∗см, D1 = D2 =

Eh3

12(1−ν2) , ν = 0, 3, модуль Юнга E = 5000кг/см2,

нормальная нагрузка q = 0, 1кг/см2, с количеством
точек разбиения m = n = 40, на рис. 1 показа-
ны графики прогибов пластинw1(x, b/2), w2(x, b/2),
где вдоль осиX указано изменение размера пласти-
ны при x ∈ [0 . . . a] в линейном и нелинейном случа-
ях. На рис. 2 изображены реакции контактного взаи-
модействия между пластинами. По осямX и Y пока-
заны размеры пластин a = b = 40.

(a)

(b)

Ðèñ. 1. Ïðîãèáû ïëàñòèí wi(x, y), i = 1; 2. Íåëèíåé-
íàÿ òåîðèÿ Êàðìàíà (a), ëèíåéíàÿ òåîðèÿ (b).
Fig. 1. Deflections of the plates wi(x, y), i = 1; 2. Kar-
man’s nonlinear theory (à), linear theory (b).

(a) (b)

Ðèñ. 2. Ðåàêöèÿ ïëàñòèí r. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ Êàð-
ìàíà (a), ëèíåéíàÿ òåîðèÿ (b).
Fig. 2. Reaction of the plates r. Karman’s nonlinear
theory (à), linear theory (b).

Заключение

Рассмотрена контактная задача для системы
двух параллельных пластин в линейной и нелиней-
ной постановке. Проведено сравнение полученных
результатов, которое показало, что учет «Карма-
новских» добавок существенно влияет на величину
контактного взаимодействия. Метод, применяемый в
работе, основан на теории двойственности выпук-
лых задач оптимизации и может быть использован
для широкого класса задач с негладкой нелинейно-
стью, в частности, для решения контактных задач
с неизвестной областью активного взаимодействия
элементов. Его применение предполагает предвари-

тельное обращение операторов уравнений равнове-
сия контактирующих элементов. Решение уравнений
механики стержней, пластин и оболочек само по себе
представляет достаточно сложную проблему. Одна-
ко для этого можно использовать все классические
методы (метод сеток, конечных элементов, гранич-
ных элементов и т.д.).
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