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Àííîòàöèÿ

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðàóñà è ðåøåíèÿ
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äèññèïàöèè êóáèòà ñâÿ-
çàíû ñ êîíòðàêöèîííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè àë-
ãåáðû Ëè su(2). Êàíàë ñ ïåðåâîðîòîì ôàçû îòâå÷à-
åò êîíòðàêöèè óíèòàðíîé àëãåáðû íàáëþäàåìûõ
êóáèòà â àëãåáðó Åâêëèäà e(2). Êàíàë ñ çàòóõàíè-
åì àìïëèòóäû ñâÿçàí ñ êîíòðàêöèåé àëãåáðû su(2)
â àëãåáðó Ãàëèëåÿ (èëè Ãåéçåíáåðãà) g(2). Äåïîëÿ-
ðèçàöèîííîìó êàíàëó ñîîòâåòñòâóåò êîíòðàêöèÿ
àëãåáðû íàáëþäàåìûõ â àáåëåâó àëãåáðó, ÷òî îçíà-
÷àåò ïîòåðþ êóáèòîì âñåõ êâàíòîâûõ ñâîéñòâ. Îá-
ñóæäàåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîöåññîâ äèññèïàöèè è
äåêîãåðåíöèè â ëè-àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
äèññèïàòèâíûå êâàíòîâûå ñèñòåìû, àëãåáðà íà-
áëþäàåìûõ, êóáèò, êâàíòîâûå êàíàëû, êîíòðàê-
öèè àëãåáð Ëè

Abstract

It is shown that the Kraus transformations and so-
lutions of the evolution equations of the qubit dissi-
pation are associated with contraction transforma-
tions of the Lie algebra su(2). The phase reversal
channel corresponds to the contraction of the uni-
tary algebra of qubit observables into the Euclidean
algebra e(2). The channel with amplitude attenua-
tion is associated with the contraction of the algebra
su(2) into the Galilean (or the Heisenberg) algebra
g(2). The contraction of the algebra of observables
into the Abelian algebra corresponds to the depolar-
ization channel, which means the loss of all quantum
properties by the qubit. The interpretation of dis-
sipation and decoherence processes in Lie-algebraic
terms is discussed.

Keywords:
dissipative quantum systems, algebra of observables,
qubit, quantum channels, contractions of Lie alge-
bras

•
Введение

Построить физическую теорию означает по-
строить математический образ физической системы,
под которой понимается любая ограниченная соот-
ветствующим образом область физического мира.
Поэтому все физические теории имеют свою область
применимости (область истинности). В классической
механике наблюдаемыми физической системы яв-
ляются вещественные бесконечно дифференциру-
емые функции координат и импульсов, а ее образ
есть коммутативная алгебра вещественных гладких
функций на фазовом пространстве [1]. В квантовой
физике наблюдаемой, определенной предписанием
способа ее измерения, отвечает линейный опера-
тор в линейном пространстве. Математическим об-
разом квантовой системы является, вообще говоря,
некоммутативная алгебра операторов в линейном
пространстве [1,2]. Эта алгебра генерируется некото-
рыми фундаментальными физическими величинами
и определяющими соотношениями между ними.

7



Известия Коми научного центра УрО РАН. № 4(40). Сыктывкар, 2019

Представление физических наблюдаемых
операторами ставит проблему соотнесения этих ма-
тематических объектов с экспериментальными дан-
ными, которые являются вещественными числами.
Она решается введением понятия состояние кван-
товомеханической системы, которое описывается
положительно определенным эрмитовым операто-
ром ρ, Tr ρ = 1 — матрицей плотности. Сред-
нее значение наблюдаемой A физической систе-
мы, находящейся в состоянии ρ, дается выражением
< A >= Tr (Aρ).

Динамика консервативной (изолированной)
квантовой системы определяется унитарным опера-
тором эволюции. Поэтому коммутаторы ее алгебры
наблюдаемых не изменяются в процессе эволюции
системы. Другая картина имеет место для неконсер-
вативных (открытых) квантовых систем, эволюция
которых уже не описывается унитарным оператором
и, следовательно, алгебра наблюдаемых может из-
меняться в ходе эволюции системы. Изменение во
времени матрицы плотности описывается преобра-
зованием Крауса

ρ(t) = Λ(t)ρ(0) =
∑

k Ek(t)ρ(0)E
+
k (t),

∑
k Ek(t)E

+
k (t) = 1, (1)

или уравнением Линдблада [3,4]

ρ̇ = − i

~

[
Ĥ, ρ

]
+
∑
k

(
VkρV

+
k − 1

2

{
V +
k Vk, ρ

})
.

(2)
Диссипативные процессы в открытых кванто-

вых системах могут приводить к обнулению некото-
рых коммутаторов алгебры наблюдаемых, что интер-
претируется как частичная потеря системой кванто-
вых свойств, т.е. частичному переходу от квантового
поведения к классическому (в отличие от предель-
ного перехода при стремлении к нулю постоянной
Планка ~ −→ 0, когда система становится полно-
стью классической). Появляющиеся при этом комму-
тирующие наборы в алгебре наблюдаемых рассмат-
риваются как классические переменные, возникаю-
щие в результате диссипации.

С другой стороны, в физике давно известен
метод получения новых групп (алгебр) Ли путем об-
нуления всех или некоторых коммутационных соот-
ношений между генераторами исходной группы (ал-
гебры) Ли – это контракции групп (алгебр) Ли [5–7].
В работах [8, 9] диссипативные процессы в откры-
тых квантовых системах анализируются с точки зре-
ния контракций, как процедур, обнуляющих коммута-
торы и произведения наблюдаемых системы и при-
водящих к изменению их алгебраических структур.
В работе [10] также было отмечено, что при описа-
нии квантовых каналов кубита возникают формулы
из теории контракций алгебр Ли.

В данной работе мы на нескольких простых
примерах демонстрируем, что преобразования Кра-
уса по сути являются преобразованиями контракций
матрицы плотности ρ, как элемента алгебры Ли. Ре-
шения уравнений Линдблада, как для матрицы плот-
ности ρ, так и для операторов наблюдаемых A, так-

же могут быть записаны с помощью контракционных
преобразований, если отождествить параметр кон-
тракции с экспонентой от времени ε = e−γt.

Сначала мы рассмотрим хорошо известные
примеры каналов, разобранные в [9], и интерпрети-
руем их с точки зрения контракций алгебр Ли. Далее,
наоборот, мы берем из теории контракций алгебры
su(2) две наиболее общие контракции и исследуем
соответствующие им квантовые каналы. В заключе-
нии предлагается ли-алгебраическая интерпретация
процессов декогеренции и диссипации.

1. Преобразования Крауса и контракции

Матрица плотности кубита |ψ⟩ = α|0⟩+β|1⟩ ∈
C2 задается элементами алгебры Ли u(2)

ρ =
1

2
(1 + r⃗ · σ⃗) = 1

2

(
1 + z x− iy
x+ iy 1− z

)
, (3)

где r⃗ = (x, y, z), σ⃗ = (σx, σy, σz), σi – матрицы Па-
ули

σx =

(
1

1

)
, σy =

(
−i

i

)
, σz =

(
1

−1

)
.

Для чистого состояния кубита x2+y2+z2 = 1
матрицу плотности ρ можно реализовать вектором r⃗
на сфере Блоха. Преобразования Крауса (1) задают-
ся афинным отображением [11] вектора r⃗

r⃗ →M · r⃗ + c⃗, (4)

где M – действительная матрица, представимая в
виде произведенияM = O ·S, O – ортогональная, а
S – симметричная матрицы. Ортогональная матрица
описывает унитарную эволюцию, сохраняющую сфе-
ру Блоха, а симметричная – неунитарные процессы
диссипации, измерения, квантовый шум, эволюцию
открытых систем. После диагонализации матрицы S,
преобразование (4) может быть записано в виде [11] 1 0 0 0

0 ε1 · ·
0 · ε2 ·

c3(εi) · · ε1ε2


 1

x
y
z

 , (5)

который возникает в теории контракций алгебр Ли.
При этом εi имеют смысл контракционных пара-
метров. Преобразования (5) проиллюстрированы на
рис.1.

x

y

z

~r

~c

x

y

z

~r′

масштабные

преобразования
контракция

~c

x

y

z

Ðèñ. 1. Ìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) ïðè M = S
ïåðåâîäÿò ñôåðó Áëîõà â ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì, çàäà-
âàåìûì âåêòîðîì c⃗, à ïðåäåë εi −→ 0 ñæèìàåò åãî â
òî÷êó.
Fig. 1. Scale transformations (4) at M = S transform
the Bloch sphere into an ellipsoid with the center given
by the vector c⃗, and the εi −→ 0 limit compresses it to
a point.
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Напомним, что алгеброй Ли называется век-
торное пространство V с антисимметричной били-
нейной операцией [ , ] : V × V → V , удовлетворя-
ющей тождеству Якоби

[[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0. (6)

Введем преобразования контракций как семейство
линейных изоморфизмов алгебры Ли E(εi) : V →
V , где εi ∈ (0, 1] – параметры контракции. Напри-
мер, коммутационные соотношения алгебры su(2)

[σx, σy] = 2iσz, [σy, σz] = 2iσx,

[σz, σx] = 2iσy (7)

допускают преобразования Кэли-Клейна E(εi) гене-
раторов [7]

E(εi)σ⃗ =

=

(
ε1

ε2
ε1ε2

)(
σx
σy
σz

)
=

(
ε1σx
ε2σy
ε1ε2σz

)
,(8)

которые приводят коммутаторы (7) к виду

[σx, σy] = 2iσz, [σy, σz] = 2iε21σx,

[σz, σx] = 2iε22σy. (9)

Возможны также преобразования генераторов диаго-
нальной матрицей с тремя независимыми парамет-
рами E(εi) = diag(ε1, ε2, ε3), и более общие недиа-
гональные преобразования Салетана [6]. Устремле-
ние к нулю параметров εi в выражениях

lim
εi→0

E−1(εi)[E(εi) ·A, E(εi) ·B] = [A,B] (10)

определяет коммутаторы новых, неизоморфных ис-
ходной, алгебр Ли. Такая процедура называется кон-
тракцией и была определена в [5] как предел непре-
рывного сингулярного преобразования алгебр Ли.
Позже было показано, что заменой εi на коммутатив-
ные нильпотентные образующие алгебры Пименова
ι21 = ι22 = 0, ι1ι2 = ι2ι1, можно определить кон-
тракцию без предельного перехода [7]. Преобразова-
ния E приобретают при этом схожий с (1) дискретный
характер. Сравнивая (4),(5) и (8) приходим к выводу,
что преобразования Крауса, соответствующие сим-
метричной части матрицы M , можно интерпретиро-
вать как преобразования контракции E(ρ) элемента
алгебры Ли ρ→ ρ′

ρ′ =
1

2
(1 + E(εi)r⃗ · σ⃗) =

1

2
(1 + r⃗ · E(εi)σ⃗) = E(ρ).

(11)
Таким образом, используя различные преоб-

разования контракции, мы получаем простое описа-
ние неунитарных операторных сумм Крауса. Отме-
тим, что пока мы не устремили ε к нулю, вращатель-
ная симметрия su(2) системы не меняется, а при
ε = 0 мы переходим к матрице плотности с новой
симметрией, содержащей коммутирующие генерато-
ры.

2. Канал с переворотом фазы

Рассмотрим некоторые важные примеры од-
нопараметрических преобразований Крауса для ку-
бита вместе с соответствующими им решениями

уравнений Линдблада и найдем их реализации на
языке контракций. Определим набор матриц {Ek}

E0 =
√
p1 I, Ex =

√
p2 σx,

Ey =
√
p2 σy, Ez =

√
p2 σz,

p1 + p2 = 1, p1 − p2 = ε. (12)

Канал с переворотом фазы описывается преобразо-
ваниями Крауса (1) с матрицами E0 и Ez

ρ→ ρ′ = E0ρE
+
0 + EzρE

+
z =

=
1

2

(
1 + z ε(x− iy)

ε(x+ iy) 1− z

)
= E(ρ) (13)

и отображает чистое состояние, которому соответ-
ствует вектор (x, y, z) на сфере Блоха в смешанное
состояние: исходного состояния с вероятностью p1 и
с вероятностью p2 состояния, которому соответству-
ет вектор (−x,−y, z). Сфера Блоха при этом дефор-
мируется как показано на рис. 2.

θ

ϕ

x

y

z

~r
ε → 0ε > 0

x

y

z

x

y

z

Ðèñ. 2. Äåôîðìàöèÿ ñôåðû Áëîõà â êàíàëå ñ ïåðåâî-
ðîòîì ôàçû.
Fig. 2. Deformation of a Bloch sphere in a channel with
phase reversal.

Преобразование ρ → ρ′ можно интерпре-
тировать как преобразование контракции с E =
diag(ε, ε, 1), E(x, y, z) = (εx, εy, z) или на языке
генераторов E(σx, σy, σz) = (εσx, εσy, σz). Предел
ε → 0 дает алгебру Евклида для наблюдаемых и
матрицу плотности

ρ′ =
1

2

(
1 + z 0
0 1− z

)
(14)

с вектором Блоха r⃗ = (0, 0, z), z ∈ [−1, 1], не меня-
ющимся при преобразованиях Евклида в плоскости
(x, y) (см. рис. 2).

Уравнение Линдблада (2), описывающее вре-
менную динамику кубита для канала с переворотом
фазы, можно задать операторами Ĥ = 0 и V =√

γ
2σ3 в виде

ρ̇ = −γ
2
(ρ− σ3ρσ3) . (15)

Это уравнение приводит к динамической системе
ż = 0,

ẋ = −γx,
ẏ = −γy

(16)

с решением

z = z0, x = e−γtx0, y = e−γty0. (17)

Эволюция во времени матрицы плотности
имеет вид

ρ(t) =
1

2

(
1 + z0 e−γt(x0 − iy0)

e−γt(x0 + iy0) 1− z0

)
,

(18)

9
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который, естественно, интерпретируется как кон-
тракционное преобразование, эквивалентное преоб-
разованиям Крауса (13) после отождествления ε =
e−γt. Очевидно, что при t→ ∞ система стремится к
состояниям (14).

x

y

z

z0

Ðèñ. 3. Ýâîëþöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (18) ïî ïðÿ-
ìîé.
Fig. 3. Straight line evolution of the density matrix
(18).

Пользуясь равенством для нахождения сред-
него значения наблюдаемой A в состоянии ρ

Tr[ρ(t)A] = Tr[ρA(t)], (19)

можно перейти от картины Шредингера к картине
Гейзенберга и описать временную эволюцию уже не
матрицы плотности, а наблюдаемой A уравнением

Ȧ = −γ
2
(A− σ3Aσ3) , (20)

решения которого

σx(t) = e−γtσx, σy(t) = e−γtσy, σz(t) = σz, (21)

также можно представить преобразованиями Крауса

A(t) = Λ̂A(0) =

= E+
0 (t)A(0)E0(t) + E+

z (t)A(0)Ez(t), (22)

где Ei(t) совпадает с (12) при ε = e−γt.
Определяя новый коммутатор в алгебре на-

блюдаемых как

[Ai, Aj ]t = (Λ̂)−1[Λ̂Ai, Λ̂Aj ], (23)

получаем новые коммутаторы для σi

[σx, σy]t = 2ie−2γtσz,

[σy, σz]t = 2iσx, [σz, σx]t = 2iσy,
(24)

дающие в пределе t→ ∞ алгебру Евклида e(2)

[σx, σy]∞ = 0, [σy, σz]∞ = 2iσx, [σz, σx]∞ = 2iσy.
(25)

Наблюдаемые σx и σy здесь коммутируют, что мо-
жет интерпретироваться как переход от квантового
поведения к классическому для этой пары. Остав-
шиеся две пары сохраняют характерные квантовые
свойства.

2.1. Канал с переворотомфазы с эволюци-
ей по спирали

Рассмотрим канал с переворотом фазы с бо-
лее сложной, чем (15), (16), рис. 3 траекторией пе-
рехода матрицы плотности к предельному выраже-
нию, записав уравнение Линдблада (2) с гамильто-
нианом [12]

Ĥ =
1

2
~ωσ3, (26)

которое в этом случае принимает вид

ρ̇ =
iω

2
[ρ, σ3]−

γ

2
(ρ− σ3ρσ3) , (27)

или для переменных x, y, z
ż = 0,

ẋ = −γx− ωy,

ẏ = −γy + ωx,

(28)

с решением{
z = z0,
x = e−γt (x0 cosωt− y0 sinωt) ,
y = e−γt (y0 cosωt+ x0 sinωt) .

(29)

Соответствующая эволюция матрицы плотно-
сти определяется выражением

ρ(t) = Λ(t)ρ(0) =

= E′
0(t)ρ(0)E

′+
0 (t) + E′

z(t)ρ(0)E
′+
z (t) =

=
1

2

(
1 + z0 e−γt−iωt(x0 − iy0)

e−γt+iωt(x0 + iy0) 1− z0

)
,

(30)

в котором операторы Крауса теперь имеют вид

E′
0 =

√
p1

(
e

iωt
2 0

0 e−
iωt
2

)
,

E′
z =

√
p2

(
e

iωt
2 0

0 −e−
iωt
2

)
,

p1 + p2 = 1, p1 − p2 = e−γt. (31)

Эту эволюцию можно интерпретировать как контрак-
ционное преобразование с ε = e−γt. Предел матри-
цы плотности при t → ∞ тот же (14), но с другой
эволюционной траекторией, изображенной на рис. 4.

x

y

z

Ðèñ. 4. Ýâîëþöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (30) ïî ñïèðà-
ëè.
Fig. 4. Spiral evolution of the density matrix (30).

Динамика наблюдаемых определяется урав-
нением

Ȧ =
iω

2
[σ3, A]−

γ

2
(A− σ3Aσ3) (32)

с решением

A(t) = E
′+
0 (t)A(0)E

′

0(t) + E
′+
z (t)A(0)E

′

z(t), (33)

из которого для конкретных наблюдаемых σi получа-
ем

σx(t) = e−γt

(
0 e−iωt,

eiωt 0

)
, σz(t) = σz,

σy(t) = e−γt

(
0 −ie−iωt

ieiωt 0

)
,

(34)

10
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с коммутационными соотношениями (24).
2.2. Система двух кубитов
Возникновение контракций матрицы плотно-

сти в открытой системе можно проследить без ис-
пользования преобразований Крауса. Рассмотрим
замкнутую систему, состоящую из двух кубитов, один
из которых будем рассматривать как окружение (ре-
зервуар) другого кубита. Пусть в начальный момент
времени система находится в состоянии

|ψ⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩, ρ(0) = |ψ⟩⟨ψ|, (35)

а ее эволюция описывается уравнением

ρ(t) = U(t)ρ(0)U+(t), (36)

с унитарным оператором U(t) следующего вида

U(t) =


√
p1a · · ·√
p2a · · ·√
p1b · · ·

−√
p2b · · ·

 . (37)

Здесь точки означают элементы матрицы, которые в
данном случае не имеют значения и могут быть лю-
быми, главное, чтобы матрица U(t) была унитарной.
Числа a, b свяжем с координатами x, y, z вектора r⃗
формулами

|a|2 = 1
2(1 + z), |a|2 + |b|2 = 1,

ab∗ = 1
2(x− iy). (38)

Заметим, что состояние |ψ(t)⟩ = U(t)|ψ⟩ при такой
эволюции становится запутанным

|ψ(t)⟩ = √
p1

(
a
b

)
⊗|0⟩+√

p2

(
a

−b

)
⊗|1⟩. (39)

Тогда, взяв след по пространству второго кубита в
матрице плотности ρ(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|, получим (18)
для первого кубита.

Таким образом, появление контракционных
множителей в матрице плотности открытых систем
является универсальным свойством. Возможное при
этом обнуление недиагональных элементов матри-
цы плотности связано с декогеренцией квантовых си-
стем. Однако существуют отображения (4), при кото-
рых когерентность сохраняется, несмотря на обнуле-
ние некоторых коммутаторов. Примеры можно найти
в работе [10].

3. Канал с затуханием амплитуды

Рассмотрим теперь канал с затуханием ам-
плитуды [3, 9], соответствующий афинному отобра-
жению (5) с ε1 = ε2 = ε и c3 = 1 − ε2. Преобразо-
вание Крауса в этом случае неунитально (c3 ̸= 0) и
имеет вид

ρ′ = E0ρE
+
0 + E1ρE

+
1 =

=
1

2

(
2 + e−γt(z − 1) e−

γt
2 (x− iy)

e−
γt
2 (x+ iy) e−γt(1− z)

)
, (40)

где

E0 =

(
1 0

0 e−
γt
2

)
, E1 =

√
1− e−γt

(
0 1
0 0

)
,

(41)

а предельным состоянием при t→ ∞ является

ρ(∞) =
1

2
(σ0 + σ3) =

(
1 0
0 0

)
. (42)

Уравнение Линдблада дляH = 0, V =
√
γσ+,

2σ± = σx ± iσy имеет вид

ρ̇ = −γ
2
({σ−σ+, ρ} − 2σ+ρσ−) , (43)

а соответствующая динамическая система
ẋ = −γ

2
x,

ẏ = −γ
2
y,

ż = −γ(z − 1)

(44)

имеет решение

x = e−
γ
2 tx0, y = e−

γ
2 ty0,

z = e−γt(z0 − 1) + 1. (45)

Уравнение для наблюдаемых

Ȧ = −γ
2
({σ−σ+, A} − 2σ−Aσ+) (46)

приводит к зависимости от времени

A(t) = Λ̂A(0) =

= E+
0 (t)A(0)E0(t) + E+

1 (t)A(0)E1(t), (47)

которая для σi выражается формулами

σz(t) = e−γt(σ3 + I)− I,

σx(t) = e−
γt
2 σx, σy(t) = e−

γt
2 σy.

(48)

Коммутационные соотношения при этом становятся
равными

[σ1, σ2]t = 2i
(
σ3 + (1− e−γt)I

)
,

[σ2, σ3]t = 2ie−γtσ1, [σ3, σ1]t = 2ie−γtσ2.
(49)

Переобозначая σ3 + I через σ3, в пределе t → ∞
получаем алгебру Галилея (или Гейзенберга) g(2)

[σ1, σ2]∞ = 2iσ3, [σ2, σ3]∞ = 0,

[σ3, σ1]∞ = 0. (50)

Физические примеры, приводящие к уравнениям
Линблада для затухания амплитуды, разобраны в
статье [15].

4. Канал Кэли-Клейна

Преобразования (8) принято называть в тео-
рии контракции алгебр so(3) или su(2) преобразова-
ниями Кэли-Клейна. Сравнивая с (5), мы видим, что
оно представляет собой общее неунитарное кванто-
вое преобразование с c3 = 0. Имеем матрицу плот-
ности

ρ(t) =

3∑
k=0

Ek(t)ρ(0)E
+
k (t) =

=
1

2

(
1 + ε1(t)ε2(t)z ε1(t)x+ iε2(t)y
ε1(t)x− iε2(t)y 1− ε1(t)ε2(t)z

)
, (51)

11
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с операторами Крауса

E0 =
√
p0 I, Ex =

√
p1 σx,

Ey =
√
p2 σy, Ez =

√
p3 σz, (52)

где pi связаны с εi(t) следующим образом

p0(t) =
1
4 (1 + ε1(t) + ε2(t) + ε1(t)ε2(t)) ,

p1(t) =
1
4 (1 + ε1(t)− ε2(t)− ε1(t)ε2(t)) ,

p2(t) =
1
4 (1− ε1(t) + ε2(t)− ε1(t)ε2(t)) ,

p3(t) =
1
4 (1− ε1(t)− ε2(t) + ε1(t)ε2(t)) . (53)

Уравнение Линдблада (2) для этого канала за-
дается операторами Ĥ = 0, Vx =

√
α
2 σx, Vy =√

β
2σy и имеет вид

ρ̇ = −α
2
(ρ− σxρσx)−

β

2
(ρ− σyρσy) . (54)

Динамика переменных x, y, z описывается уравнени-
ями 

ż = −(α+ β)z,

ẋ = −βx,
ẏ = −αy,

(55)

с решениями

z(t) = e−(α+β)tz0, x(t) = e−βtx0,

y(t) = e−αty0. (56)

При ε1(t) = e−βt, ε2(t) = e−αt для ρ(t) получаем в
точности выражение (51).

Уравнения для наблюдаемых в этом канале
записываются в виде

Ȧ = −α
2
(A− σxAσx)−

β

2
(A− σyAσy) . (57)

Зависимость от времени может быть представлена с
помощью операторов Крауса

A(t) =
3∑

k=0

E+
k (t)AEk(t) (58)

и для наблюдаемых σi выглядит так

σx(t) = e−βtσx, σy(t) = e−αtσy,

σz(t) = e−(α+β)tσz. (59)

Вычисляя коммутационные соотношения (23), полу-
чим

[σ2, σ3]t = 2i ε22(t)σ1, [σ1, σ2]t = 2i σ3,

[σ3, σ1]t = 2i ε21(t)σ2.
(60)

В работе [13] в качестве условий сохранения
когерентности двухкубитных состояний при кванто-
вых преобразованиях было использовано соотноше-
ние вида ε3 = −ε1ε2, которое с точностью до знака
выполняется и в канале Кэли-Клейна.

5. Трехпараметрический канал

Преобразование контракции с помощью мат-
рицы E = diag(ε1, ε2, ε3) определяет канал с матри-
цей плотности

ρ′ = E(ρ) = 1

2

(
1 + ε3z ε1x+ iε2y

ε1x− iε2y 1− ε3z

)
. (61)

Сфера Блоха при этом сжимается неравномерным
образом. Соответствующие преобразования Крауса
порождаются операторами

E0 =
√
p01, E1 =

√
p1σx,

E2 =
√
p2σy, E3 =

√
p3σz,

p0 = 1
4 (1 + ε1 + ε2 + ε3) ,

p1 = 1
4 (1 + ε1 − ε2 − ε3) ,

p2 = 1
4 (1− ε1 + ε2 − ε3) ,

p3 = 1
4 (1− ε1 − ε2 + ε3) . (62)

Отметим, что в задаче о распутывающем квантовом
канале [14] тоже возникают подобные соотношения.

Уравнение Линдблада с Ĥ = 0, Vx =
√

α
2 σx,

Vy =
√

β
2σy, Vy =

√
γ
2σz приводит к матрице плот-

ности

ρ̇ = −
∑

i=x,y,z

αi

2
(ρ− σiρσi) . (63)

Динамические уравнения для компонент вектора
Блоха {

ż = −(αx + αy)z,
ẋ = −(αy + αz)x,
ẏ = −(αx + αz)y

(64)

имеют решения

z(t) = e−(αx+αy)tz0, x(t) = e−(αy+αz)tx0,

y(t) = e−(αx+αz)ty0. (65)

Связь параметров αi и εi задается формулами

ε1 = e−(αy+αz)t, ε2 = e−(αx+αz)t,

ε3 = e−(αx+αy)t. (66)

Эволюция наблюдаемых описывается уравне-
ниями

Ȧ = −
∑

i=x,y,z

αi

2
(A− σiAσi) (67)

с решениями вида

σx(t) = e−(αy+αz)tσx, σy(t) = e−(αx+αz)tσy,

σz(t) = e−(αx+αy)tσz. (68)

При равенстве всех параметров εi = ε в пределе
ε −→ 0 получим абелеву алгебру, т.е. наблюдаемые
кубита становятся классическими. Этот случай соот-
ветствует деполяризующему каналу.
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Заключение

Контракционные преобразования исходной
алгебры наблюдаемых кубита связаны с эволюцией
его матрицы плотности при диссипации. Пусть струк-
турные константы алгебры наблюдаемых (с точно-
стью до вращений) изменяются во времени следую-
щим образом

[σx, σy]t = α(t)σz, [σy, σz]t = β(t)σx,

[σz, σx]t = γ(t)σy. (69)

Контракция алгебры может быть схематично пред-
ставлена траекторией (α(t), β(t), γ(t)) (см. рис. 5) в
пространстве структурных констант [16], точки кото-
рой соответствуют изоморфным алгебрам. Предель-
ная точка (α(0), β(0), γ(0)) будет описывать кон-
тракцию исходной алгебры, соответствующую обну-
лению недиагональных элементов матрицы плотно-
сти. Путь к предельной точке, лежащей на плоско-
сти α = 0, описывает контракцию к алгебре Евкли-
да e(2), которая происходит в канале с переворотом
фазы. Путь к предельной точке на оси α описывает
контракцию к алгебре Галилея g, отвечающую кана-
лу с затуханием амплитуды. Наконец, путь к нулевой
точке O, т.е. контракция к абелевой алгебре, связан
с деполяризующим каналом.

γ

β

α

C

e(2)

su(2)

O

g
(
2
)

Ðèñ. 5. Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû â ïðîñòðàíñòâå ñòðóê-
òóðíûõ êîíñòàíò.
Fig. 5. Limit transitions in the space of structural
constans.

С другой стороны, эволюция матрицы плотно-
сти кубита при диссипации и декогеренции приво-
дит к контракции алгебры, при которой частично (или
полностью) обнуляются коммутаторы наблюдаемых,
что свидетельствует о частичной (или полной) поте-
ре кубитом квантовых свойств.

Работа выполнена при частичной финансо-
вой поддержке Программы фундаментальных ис-
следований УрО РАН, проект №18-1-1-7.
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