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Àííîòàöèÿ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à àäàïòèâíîãî îïòèìàëüíîãî ðî-
áàñòíîãî ñëåæåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ìèíèìàëüíî-
ôàçîâîãî îáúåêòà â äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâ-
êå. Ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòû
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè íîìèíàëüíîé ìîäåëè, ñìå-
ùåíèå è âåðõíÿÿ ãðàíèöà âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ, à
òàêæå êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ íåëèíåéíîé íåîïðå-
äåëåííîñòè ïî âûõîäó. Ðåøåíèå îïòèìàëüíîé çà-
äà÷è ñ æåëàåìîé òî÷íîñòüþ â óñëîâèÿõ íåèäåí-
òèôèöèðóåìîñòè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷å-
íî ñ ïîìîùüþ ïîëèýäðàëüíûõ îöåíîê íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñîâàííûõ ñ äàííûìè èçìå-
ðåíèé, è èñïîëüçîâàíèÿ ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà çàäà-
÷è ñëåæåíèÿ â êà÷åñòâå èäåíòèôèêàöèîííîãî êðè-
òåðèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ 10 íåèçâåñòíûìè ïàðà-
ìåòðàìè, èëëþñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåä-
ëîæåííîãî ìåòîäà ñèíòåçà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâå-
äåíû òàêæå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àäàïòèâ-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ïðîåêöèîííîãî àëãîðèòìà
îöåíèâàíèÿ, èëëþñòðèðóþùèå èõ íåïðèãîäíîñòü
äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé îïòèìàëüíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
àäàïòèâíîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå, ðîáàñòíîå óïðàâëåíèå, íåîïðåäåëåííîñòü,
îãðàíè÷åííîå âîçìóùåíèå, ìíîæåñòâåííîå îöåíè-
âàíèå

Abstract

This paper addresses the problem of adaptive op-
timal robust tracking for discrete-time minimum
phase plant in deterministic setup. The transfer
function coefficients of the nominal model, the bias
and the upper bound of external disturbance, as well
as the gain of nonlinear output uncertainty are un-
known to controller designer and are non-identifi-
able. The solution of the optimal problem with the
prespecified tolerance is based on the use of poly-
hedral estimates that are consistent with measere-
ment data and on treating the control criterion as
the identification criterion. Simulations for a sys-
tem with 10 unknown parameters illustrate the effi-
ciency of the proposed adaptive control. For compar-
ision, simulations of adaptive control based on the
recurrent least squares and the projection estimation
algorithms illustrate that conventional recurrent es-
timation algorithms are unsuitable for solving the
optimal problem under consideration.

Keywords:
adaptive control, optimal control, robust control, un-
certainty, bounded disturbance, set-membership esti-
mation

•
Введение

Рекуррентные алгоритмы оценивания неиз-
вестных параметров управляемого объекта в тео-
рии адаптивного управления с дискретным време-
нем обычно базируются на минимизации иденти-
фикационного критерия в виде некоторого функци-
онала от невязки модели объекта. Одним из двух
наиболее распространенных функционалов являет-
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ся средний квадрат невязки модели. Этому функци-
оналу соответствуют различные модификации ме-
тода наименьших квадратов (МНК). На основе МНК
была построена математически строгая стохастиче-
ская теория адаптивного оптимального управления
для линейных стационарных объектов со случайны-
ми внешними возмущениями (см., например, [1–3]).
При этом асимптотическая оптимальность адаптив-
ного управления базировалась на сходимости оце-
нок к неизвестному конструктору вектору параметров
управляемого объекта. Однако обобщения этой оп-
тимальной теории на робастный случай, т.е. для объ-
ектов с неопределенностью (немоделируемой дина-
микой), не появилось, поскольку неопределенность в
различных разработанных вариантах теории робаст-
ного управления является детерминированной, а не
стохастической. Второй распространенный тип иден-
тификационных критериев базируется на минимиза-
ции функционала |θt−θ|2, где | · | – евклидова норма
вектора и θt – оценка неизвестного вектора оценива-
емых параметров θ в момент времени t. Различные
модификации градиентных алгоритмов, связанных с
этим критерием, применялись для решения задач
обеспечения глобальной устойчивости адаптивных
систем управления со случайными или ограниченны-
ми внешними возмущениями и достаточно малыми
неопределенностями. Следует отметить, что боль-
шая часть результатов в этом направлении имела
условный характер, поскольку опиралась на допол-
нительное предположение постоянного возбуждения
фазового вектора или задающего сигнала. В [4] бы-
ло показано, что глобальная устойчивость робаст-
ных адаптивных систем на основе градиентных алго-
ритмов без привлечения дополнительных предполо-
жений достигается за счет взрывных эффектов, при
которых фазовые переменные замкнутой системы
принимают большие значения. Именно за счет это-
го обеспечивается улучшение оценок неизвестных
параметров, в результате чего фазовые перемен-
ные возвращаются к желаемым значениям. Но вви-
ду наличия возмущений и неопределенностей оцен-
ки могут снова ухудшаться, что приводит к использо-
ванию дестабилизирующего регулятора и очередно-
му всплеску фазовых переменных. Неприемлемость
указанного эффекта в практических приложениях от-
мечалась в работе [5], посвященной анализу и об-
суждению других недостатков адаптивного управле-
ния, основанного на описанных выше традиционных
алгоритмах оценивания.

Во многих практических задачах управления
цель управления формулируется в терминах допус-
ков, которым должны удовлетворять выходные пе-
ременные во все моменты времени. В таких зада-
чах внешние возмущения должны быть ограничен-
ными, и основным сигнальным пространством явля-
ется нормированное пространство ограниченных ве-
щественных последовательностей ℓ∞. С середины
1960-х задачи адаптивного управления объектами
с ограниченными возмущениями решались в детер-
минированной постановке с помощью предложенно-
го В.А. Якубовичем метода рекуррентных целевых
неравенств и алгоритмов оценивания градиентного
типа при предположении об известной верхней гра-

нице внешнего возмущения [6, 7]. Особенность си-
стем с ограниченными возмущениями заключается в
неидентифицируемости их параметров, т.к. для лю-
бого конечного набора измерений имеется множе-
ство параметров, согласованных с измерениями, и
все усилия специалистов по идентификации таких
систем были направлены на вычисление имеющих
ограниченную сложность аппроксимаций этих мно-
жеств. Однако многочисленные публикации этого на-
правления оставались в области идентификации и
не нашли применения в адаптивном управлении.

В настоящей статье решается задача синтеза
адаптивного регулятора, гарантирующего миними-
зацию установившейся ошибки отслеживания огра-
ниченного задающего (командного) сигнала. Пред-
полагается, что параметры передаточной функции
линейной стационарной минимально-фазовой номи-
нальной модели управляемого объекта неизвестны
и лежат в известном компактном множестве про-
странства параметров. Также неизвестными пред-
полагаются коэффициент усиления неопределенно-
сти по выходу, смещение и верхняя граница внеш-
него ограниченного детерминированного возмуще-
ния. Необходимость оценивать неизвестное смеще-
ние для улучшения качества управления многократ-
но отмечалась в литературе по адаптивному управ-
лению. Для оценки смещения предлагалось допол-
нить вектор регрессоров единичной компонентой, а
вектор оцениваемых параметров – оценкой смеще-
ния. Однако автору неизвестны работы, где этот под-
ход строго обоснован при детерминированной поста-
новке задачи адаптивного управления.

Для решения рассматриваемой задачи при-
меняется идентификационный подход, согласно ко-
торому по данным измерений вычисляются оценки
неизвестных параметров и для управления в каж-
дый текущий момент дискретного времени использу-
ется оптимальный регулятор, соответствующий вы-
численным оценкам. В качестве идентификационно-
го критерия используется показатель качества за-
дачи слежения, равный наихудшей асимптотической
ошибке слежения по всем допустимым возмущени-
ям и неопределенностям. Теоретическая возмож-
ность синтеза адаптивного оптимального робастно-
го управления на основе множественного оценива-
ния неизвестных параметров и выборе идентифика-
ционного критерия в виде показателя качества зада-
чи управления была предложена и обоснована в [8].
Этот подход требует в общем случае неприемлемо
большого объема вычислений, и интерес представ-
ляют задачи, в которых эти вычисления возможно
производить в режиме онлайн, благодаря высокой
вычислительной мощности современных компьюте-
ров. Одной из таких задач является рассматривае-
мая в статье задача с неопределенностью только в
канале выхода, в которой показатель качества зада-
чи слежения является дробно-рациональной функ-
цией параметров модели. Благодаря этому вычисле-
ние текущих оптимальных оценок на полиэдральном
множестве параметров, согласованных с данными
измерений, сводится к задаче линейного программи-
рования. Более того, то обстоятельство, что поверх-
ностями уровня дробно-рациональных функций яв-
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ляются гиперплоскости в пространстве параметров,
позволяет использовать для оценки неизвестных па-
раметров полиэдральные множественные оценки за-
данной сложности.

Статья структурирована следующим образом.
В 1 разделе дана постановка задачи. Во 2 – поясня-
ется неидентифицируемость параметров рассматри-
ваемой модели и поясняется необходимость исполь-
зования показателя качества задачи слежения в ка-
честве идентификационного критерия. Алгоритм по-
лиэдрального оценивания заданной сложности опи-
сан в разделе 3. Основной результат об оптималь-
ности построенного адаптивного управления изло-
жен в разделе 4. В замечании 2 в конце раздела
4 поясняются важные отличительные достоинства
предложенного адаптивного управления, заключаю-
щиеся в обеспечении онлайн верификации моде-
ли и в онлайн оценке гарантируемого качества сле-
жения, согласованной с измерениями и априорной
информацией. Раздел 5 содержит описание и ре-
зультаты численных экспериментов, иллюстрирую-
щих эффективность предложенного метода синтеза
адаптивного оптимального управления. В подразде-
ле 5.3 иллюстрируются описанные выше отличитель-
ные достоинства предложенного адаптивного управ-
ления. Также приведены результаты численного мо-
делирования адаптивных систем, основанных на ”чи-
стом”методе наименьших квадратов и ”чистом” про-
екционном алгоритме, иллюстрирующие непригод-
ность традиционных алгоритмов оценивания для ре-
шения задач адаптивного оптимального робастного
управления в детерминированной постановке с ми-
нимаксными показателями качества. Раздел 6 со-
держит заключительные комментарии.

Обозначения:
|φ| – евклидова норма вектора φ ∈ Rn,
dimφ := n – размерность вектора φ;
ℓ∞ – нормированное пространство ограничен-
ных вещественных последовательностей x =
(x0, x1, x2, . . .) с нормой ∥x∥ = supt |xt|;
∥x∥ss = lim supt→+∞ |xt|;
∥G∥ =

∑+∞
k=0 |gk| – индуцированная норма линейной

стационарной системы G : ℓ∞ → ℓ∞ с устойчивой
передаточной функцией G(λ) =

∑+∞
k=0 gkλ

k.

1. Постановка задачи

Рассматривается динамический объект управ-
ления, описываемый моделью

a(q−1)yt+1 = b(q−1)ut + vt+1 , t = 0, 1, 2, . . . ,
(1)

где yt, ut, vt ∈ R, соответственно, выход объекта,
управление и суммарное возмущение в момент вре-
мени t, q−1 – оператор сдвига назад (q−1xt := xt−1)
и

a(λ) = 1 + a1λ+ . . .+ anλ
n ,

b(λ) = b1 + b2λ+ . . .+ bmλ
m−1 .

Неизвестное суммарное возмущение v в модели (1)
имеет вид

vt = cw + δwwt + δy(∆y)t , δw > 0 , δy > 0 , (2)

где последовательность w ∈ ℓ∞ описывает норма-
лизованное внешнее возмущение,

∥w∥∞ = sup
t>0

|wt| 6 1 , (3)

cw и δw, соответственно, – смещение и норма (верх-
няя граница) внешнего возмущения

dt = cw + δwwt ,

нелинейный (стационарный или нестационарный)
оператор ∆ : ℓ∞ → ℓ∞ удовлетворяет ограничению

|(∆y)t| 6 pt , pt := max
t−µ6s<t

|ys| (4)

и описывает нормализованную неопределенность в
канале выхода с памятью µ, δy – коэффициент уси-
ления неопределенности по выходу δy∆. Параметр
µ ∈ N из определения pt в (4) характеризует память
неопределенности и без ущерба для гарантируемого
качества управления может быть выбрана конструк-
тором достаточно большой с учетом априорной ин-
формации о неопределенности.

Априорная информация об объекте управле-
ния состоит из предположений П1, П2:

П1. Неизвестный вектор коэффициентов

ξ := (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)T

модели (1) лежит в ограниченном многограннике Ξ,

ξ ∈ Ξ = { ξ̂ | Apr ξ̂ > apr } ⊂ Rn+m ,

с известными матрицей Apr ∈ Rl×(n+m) и вектором
apr ∈ Rl; b1 ̸= 0 и корни полинома b(λ) лежат вне
замкнутого единичного круга {z ∈ C | |z| 6 1} для
любого ξ ∈ Ξ.

П2. Внешнее возмущение d, его верхняя гра-
ница δw и смещение cw, а также неопределенность
по выходу δy∆ и ее коэффициент усиления δy неиз-
вестны, но известна верхняя граница δ̄y < 1 коэф-
фициента δy:

0 6 δy 6 δ̄y < 1 . (5)

Обозначим через

θ := (ξT , cw, δy, δw)
T

вектор всех неизвестных параметров рассматривае-
мой модели.

В общих словах задача состоит в построении
адаптивного регулятора, подстраиваемого по дан-
ным измерений и обеспечивающего при априорных
предположениях П1 и П2 отслеживание заданно-
го ограниченного сигнала y∗ с как можно меньшей
асимптотической (установившейся) ошибкой слеже-
ния:

Jµ(θ, y
∗) := sup

v
lim sup
t→+∞

|yt − y∗t | → min,

где супремум берется по всем возмущениям v, удо-
влетворяющим ограничениям (2)–(4). Для строгой
формулировки задачи воспользуемся результатом
из теории робастного управления в ℓ1-постановке.
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Если вектор коэффициентов ξ полиномов a(λ)
и b(λ) известен и известно смещение cw внешне-
го возмущения, то при любых начальных данных
y0, . . . , y−n+1, u0, . . . , u−m+1 регулятор

b(q−1)ut = (a(q−1)− 1)yt+1 + y∗t+1 − cw (6)

обеспечивает при всех t равенство

yt+1 = vt+1 − cw = δwwt+1 + δy(∆y)t+1

и в силу непредсказуемостиwt+1 и (∆y)t+1 гаранти-
рует минимизацию ошибки слежения yt+1 − y∗t+1.

Для формулировки результата о значении по-
казателя качества Jµ для замкнутой системы (1), (6)
понадобится следующее определение.

Определение. Будем говорить, что последова-
тельность |y∗| равномерно часто попадает в окрест-
ности своего верхнего предела ∥y∗∥ss, если для лю-
бого ε > 0 существуют числоN и подпоследователь-
ность {tj}∞j=1 последовательности натуральных чи-
сел такие, что

∀j ( tj+1 − tj 6 N ∧ |y∗tj | > ∥y∗∥ss − ε ) .

Теорема 1. Для замкнутой системы управле-
ния (1), (6) с суммарным возмущением v, удовлетво-
ряющим ограничениям (2)–(4), и вектором парамет-
ров θ, в котором δy < 1,

Jµ(θ, y
∗) 6 J(θ, y∗) :=

δw + δy∥y∗∥ss
1− δy

и
Jµ(θ, y

∗) ↗ J(θ, y∗) (µ→ +∞) ,

если последовательность |y∗| равномерно часто по-
падает в окрестности своего верхнего предела (сим-
вол↗ обозначает монотонную сходимость снизу).

Теорема 1 является следствием теорем 3 и 8
[9] для замкнутой системы (1), (6).

Следует добавить, что условие δy < 1 явля-
ется необходимым и достаточным условием робаст-
ной стабилизируемости модели (1) в классе линей-
ных стационарных регуляторов при µ → +∞. По-
этому предположение (5) об известной верхней гра-
нице δ̄y коэффициента усиления неопределенности
является не обременительным, а чисто техническим.
Конструктор может выбрать любую верхнюю границу
δ̄y < 1, и этот выбор не влияет на качество адаптив-
ного управления.

Таким образом, показатель качества J(θ, y∗),
определенный в теореме 1, является точной верх-
ней границей показателя качества Jµ(θ, y∗) при µ→
+∞ и будет служить показателем качества адаптив-
ного управления. Поскольку точное значение показа-
теля Jµ неизвестно, выбор показателя J(θ, y∗) для
оценки качества адаптивного управления не имеет
альтернативы.

Задача. Для модели (1) с априорной инфор-
мацией П1, П2 требуется построить обратную связь,
гарантирующую с наперед заданной точностью нера-
венство

lim sup
t→+∞

|yt − y∗t | 6 J(θ, y∗) (7)

при любых начальных данных и любых возмущениях
v, удовлетворяющих ограничениям (2)–(4).

Поставленная задача является задачей адап-
тивного оптимального робастного слежения с по-
казателем качества J(θ, y∗).

2. Оптимальное оценивание в условиях
неидентифицируемости модели

Решение поставленной задачи базируется на
методе рекуррентных целевых неравенств, множе-
ственном оценивании неизвестных параметров мо-
дели и выборе показателя качества задачи слежения
J(θ, y∗) в качестве идентификационного критерия. В
этом подразделе поясняется необходимость такого
подхода в условиях неидентифицируемости модели
(1) при априорных предположениях П1, П2.

Для решения задачи будет использоваться
идентификационный подход, согласно которому в
каждый момент времени следует вычислять по дан-
ным измерений необходимые оценки неизвестных
параметров модели (1) и применять оптимальный
регулятор вида (6), соответствующий вычисленным
оценкам.

Новая информация о векторе всех неизвест-
ных параметрах θ модели (1), удовлетовряющей
априорным предположениям П1, П2, получаемая в
момент времени t+1 после измерения выхода yt+1,
заключается в неравенстве

|a(q−1)yt+1 − b(q−1)ut − cw| 6 δw + δypt+1 , (8)

вытекающем из уравнений и ограничений (1)–(4).
Метод рекуррентных целевых неравенств син-

теза адаптивного управления базируется на следую-
щем простом утверждении.

Утверждение 1. Если для некоторой оценки

θ̂ = (ξ̂T , ĉw, δ̂y, δ̂w)
T , ξ̂ ∈ Ξ, 0 6 δ̂y 6 δ̄y, 0 6 δ̄w,

при всех достаточно больших t выполняются нера-
венства

|â(q−1)yt+1 − b̂(q−1)ut − ĉw| 6 δ̂w + δ̂ypt+1 , (9)

то модель (1) с вектором параметров θ̂ удовлетворя-
ет априорным предположениям П1, П2 при всех до-
статочно больших t.

Метод рекуррентных целевых неравенств син-
теза адаптивного управления заключается в постро-
ении алгоритма оценивания, гарантирующего схо-
димость оценок за конечное время к некоторой
предельной оценке θ∞, удовлетворяющей целевым
неравенствам (9) с достаточной для решения задачи
точностью. Если полученная оценка θ∞ удовлетво-
ряет неравенствам (9) при всех достаточно больших
t, то применение соответствующего этой оценке оп-
тимального регулятора вида (6) гарантирует, в силу
теоремы 1, неравенство

lim sup
t→+∞

|yt − y∗t | 6 J(θ∞, y
∗) . (10)

Неравенство (10) достаточно для решения задачи
адаптивной стабилизации, но не поставленной опти-
мальной задачи, решение которой будет гарантиро-
вано, если дополнительно выполняется неравенство

J(θ∞, y
∗) 6 J(θ, y∗) .
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Из (8) следует, что при любом управлении моделью
(1) на интервале времени [0, t− 1] полная информа-
ция о неизвестном векторе параметров θ в момент
времени t имеет вид

θ ∈ Pt := { θ̂ ∈ P0

∣∣ |â(q−1)yk+1−b̂(q−1)uk−ĉw| 6
δ̂w + δ̂ypk+1 , k = 0, 1, . . . , t− 1 } , (11)

где

P0 := { θ̂
∣∣ ξ̂ ∈ Ξ , 0 6 δ̂y 6 δy , δ̂w > 0 }

– априорное множество векторов θ, удовлетворяю-
щих априорной информации П1, П2. Каждое множе-
ство Pt включает те и только те векторы θ̂ из априор-
ного множества P0, которые согласованы с уравне-
нием модели (1), априорными предположениями П1,
П2 и с измерениями на промежутке [0, t] и является
неограниченным полиэдром (многогранником).

Утверждение 2. При любом управлении объ-
ектом (1) на любом промежутке [0, t], для любого
ξ̂ ∈ Ξ, любого ĉw ∈ R и любого δ̂y > 0

θ̂ = (ξ̂T , ĉw, δ̂y, δ̂w)
T ∈ Pt (12)

при всех достаточно больших δ̂w.
Справедливость утверждения 2 очевидно сле-

дует из того, что неравенства (9) на каждом конечном
интервале времени выполняются при всех достаточ-
но больших δ̂w.

Утверждение 2 представляет собой строгое
математическое утверждение о неидентифицируе-
мости неизвестного вектора параметров θ при
априорных предположениях П1, П2. При этом для
любой пары ξ̂, ĉw имеется семейство пар δ̂y, δ̂w с лю-
бым δ̂y ∈ [0, δ̄y] и соответствующим δ̂y минималь-
ным значением δ̂w, для которых на данном интерва-
ле [0, t] выполнены неравенства (9).

Если мы хотим обеспечить решение задачи 1
с помощью какого-либо алгоритма оценивания, обес-
печивающего сходимость оценок к некоторому пре-
дельному значению θ∞, и использования оптималь-
ного регулятора для вычисляемых оценок, то задача
1 будет решена, если вектор θ∞ будет удовлетворять
неравенствам (9) при всех достаточно больших t и

J(θ∞, y
∗) 6 J(θ, y∗) . (13)

Поскольку в любой момент времени t вектором па-
раметров θ управляемой модели может быть любой
вектор из согласованного с измерениями и априор-
ной информацией множества Pt, ключевое неравен-
ство (13) диктует выбор текущих оптимальных оце-
нок в виде

θt = argmin
θ̂∈Pt

J(θ̂, y∗) . (14)

Таким образом, неидентифицируемость пара-
метров модели (9) при априорных предположениях
П1, П2 диктует выбор показателя качества J(θ̂, y∗) в
качестве идентификационного критерия.

3. Алгоритм полиэдрального оценивания
заданной сложности

Для решения поставленной задачи будет ис-
пользован алгоритм оценивания, который в каждый
момент времени t, наряду с оценками θt неизвест-
ного вектора параметров θ, вычисляет полиэдраль-
ные верхние (по включению) оценки Θt полиэдров
Pt, определенных в (11). Выберем натуральное чис-
ло

N > dim θ = n+m+ 3 ,

равное числу запоминаемых линейных неравенств
для описания полиэдральных оценокΘt, и параметр
мертвой зоны ε > 0, характеризующий желаемую
точность выполнения неравенств (9) для оценок θt.
Выберем в качестве начальных оценок

Θ0 = P0 , θ0 = (ξT0 , 0, 0, 0)
T ,

где ξ0 – любой вектор из априорного множества Ξ.
Пусть

θt = (ξTt , cw,t, δy,t, δw,t)
T (15)

– оценка неизвестного вектора θ в момент t и в мо-
мент времени t+1 измерен выход yt+1. Неравенство
(9) относительно вектора θt представляет собой си-
стему двух линейных неравенств (ввиду наличия мо-
дуля в левой части неравенства), только одно из ко-
торых может нарушаться. Для проверки наличия та-
кого неравенства введем следующие обозначения.
Положим

φt := (−yt,−yt−1, . . . ,−yt−n+1, ut, . . . , ut−m+1)
T ,

ηt+1 := sign(yt+1 − φT
t ξt − cw,t) ,

ψt+1 := (ηt+1φ
T
t , ηt+1, pt+1, 1)

T ,

ζt+1 := ηt+1yt+1 .

В этих обозначениях неравенство (9) для вектора θt
принимает вид

ψT
t+1θt > ζt+1 , (16)

а одно из двух линейных неравенств (9), которое мо-
жет нарушаться, имеет вид

ψT
t+1θ̂ > ζt+1 . (17)

Каждая полиэдральная оценка Θt будет описывать-
ся системой N линейных неравенств вида (17) или
неравенств из описания априорного множества Θ0

(на некотором начальном отрезке число неравенств
может быть меньше N , пока не достигнет этого зна-
чения). Положим

θt+1 := θt , Θt+1 := Θt,

если ψT
t+1θt > ζt+1 − ε|ψt+1| . (18)

В противном случае положим

Ωt+1 := { θ̂
∣∣ ψT

t+1θ̂ > ζt+1 } ,

θt+1 := argmin
θ̂∈Θ0∩Θt∩Ωt+1

J(θ̂, y∗) , (19)
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где θt+1 – вершина полиэдраΘ0∩Θt∩Ωt+1, являю-
щаяся решением задачи дробно-линейного програм-
мирования (19). ОценкаΘt обновляется согласно ал-
горитму

Θt+1 = S(Θt,Ωt+1) , (20)

где алгоритм S даетΘt ∩Ωt+1 (т.е. добавление к ли-
нейным неравенствам из описания Θt нового нера-
венства (17)), если число неравенств в описании Θt

строго меньшеN . Если же число неравенств в описа-
нии Θt равно N , то новое неравенство (17) включа-
ется в описание Θt+1 вместо любого из неравенств
в описании Θt, на границе которого не лежит θt+1.

Задача оптимального оценивания (19) являет-
ся задачей дробно-линейного программирования с
не более, чем l+3+N+1 линейными неравенствами
(l+3 – число неравенств в описании априорного мно-
жества Θ0). Известно (см., например, [10]), что зада-
ча дробно-линейного программирования стандарт-
ным образом сводится к задаче линейного програм-
мирования путем добавления одной переменной, од-
ного линейного неравенства и одного линейного ра-
венства. Таким образом, описанный алгоритм оцени-
вания имеет ограниченную сложность, не растущую
с ростом времени.

4. Адаптивное оптимальное слежение

Используя введенное в предыдущем разделе
обозначение φt для фазового вектора, уравнение
неизвестного конструктору оптимального регулятора
(6) можно записать в виде

φT
t ξ = y∗t+1 − cw .

Согласно описанному в начале раздела 2 идентифи-
кационному подходу, управление в момент t будет
осуществляться адаптивным регулятором

φT
t ξt = y∗t+1 − cw,t , (21)

где ξt и cw,t – компоненты вектора оценок (15).
Основной результат сформулирован в следу-

ющей теореме.

Теорема 2. Пусть объект управления удовле-
творяет уравнению (1) и априорным предположени-
ям П1, П2 с неизвестным вектором параметров

θ = (ξT , cw, δy, δw)
T .

Пусть объект управляется адаптивным регулятором
(21) с использованием алгоритма оценивания (18)–
(20). Тогда для любого достаточно малого параметра
мертвой зоны ε > 0 и для любых начальных данных
в замкнутой системе управления (1), (21) справедли-
вы утверждения:
1. Последовательность J(θt, y∗) возрастающая и

J(θt, y
∗) = min

θ̂∈Θ0∩Θt

J(θ̂, y∗) 6 J(θ, y∗) ∀ t . (22)

2. Если оценки Θt и θt не изменяются при всех до-
статочно больших t, то

∥yt−y∗t ∥ss 6 J(θ∞, y
∗)+Kθ∞ε 6 J(θ, y∗)+Kθ∞ε ,

(23)

где θ∞ = (ξT∞, cw,∞, δy,∞, δw,∞) – финальное зна-
чение оценок θt и

Kθ∞ =
4

(1− δy,∞)2
× [1 + 2∥y∗∥ss + C∞+

+(δw,∞ + δy,∞∥y∗∥ss)(2 + C∞)] ,

где C∞ = ∥a∞(λ)/b∞(λ)∥.

Доказательство. Монотонность последовательно-
сти J(θt, y∗) доказывается индукцией по времени t.
Пока число неравенств в полиэдральных оценкахΘt

не превосходит N , эти оценки убывают по включе-
нию, и возрастание последовательности J(θt, y∗) и
равенство в (22) прямо следуют из (19) и равенств
Θt+1 = Θt ∩Ωt+1. Докажем индукционный переход.
Пусть возрастание J(θt, y∗) имеет место до момента
t включительно, справедливо равенство в (22) и чис-
ло неравенств в описании Θt достигло N . В момент
t+ 1 из включения Θ0 ∩Θt ∩ Ωt+1 ⊂ Θt, (22) и (19)
следует

J(θt+1, y
∗) > J(θt, y

∗) .

Для доказательства первого утверждения теоремы
остается показать, что после обновленияΘt наΘt+1

согласно (20) выполнено равенство

min
θ̂∈Θ0∩Θt+1

J(θ̂, y∗) = min
θ̂∈Θ0∩Θt∩Ωt+1

J(θ̂, y∗), (24)

несмотря на замену одного из неравенств полиэд-
ра Θt на неравенство, задающее полупространство
Ωt+1. Для этого заметим, что линии уровня дробно-
линейного показателя качества J(θ̂, y∗) лежат на ги-
перплоскости в Rdim θ:

J(θ̂, y∗) = C ⇔ δ̂w + δ̂y(∥y∗∥ss + C) = C .

В силу этого весь полиэдр Θ0 ∩ Θt ∩ Ωt+1 лежит в
полупространстве

{ θ̂ | J(θ̂, y∗) > J(θt+1, y
∗) } ,

а его вершина θt+1 – на границе этого полупростран-
ства и задается dim θ неравенствами из описания
этого полиэдра. Согласно (20) из полиэдра Θt ис-
ключается неравенство, на границе которого не ле-
жит точка минимума θt+1, при этом все добавленные
при исключении неравенства векторы, если таковые
имеются, могут находиться только в этом же полу-
пространстве. Поэтому θt+1 остается точкой миниму-
ма показателя качества J на “урезанном” полиэдре
Θ0 ∩Θt+1, что означает справедливость (24).

Перейдем к доказательству второго утвержде-
ния теоремы. Сходимость оценок к финальному зна-
чению θ∞ за конечное время означает, что в силу
(18) при всех достаточно больших t выполнены нера-
венства

ψT
t+1θt > ζt+1 − ε|ψt+1| . (25)

Поскольку неравенства (16) эквивалентны неравен-
ствам (9) для финальной оценки θ̂ = θ∞, то при всех
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достаточно больших t из (25) следует

|a∞(q−1)yt+1 − b∞(q−1)ut − | 6
δw,∞ + δy,∞pt+1 + ε|ψt+1| 6
δw,∞ + δy,∞pt+1+
+ε(|ytt−n+1|+ |utt−m+1|+ pt+1 + 1) 6
δw,∞ + ε+ (δy,∞ + 2ε)pt+1 + ε|utt−m+1| .

(26)

Неравенства (26) позволяют рассматривать (см.
утверждение 1) выход yt для всех достаточно боль-
ших t как выход модели (1) с вектором параметров
(ξT∞, δy,∞+2ε, δw,∞+ε)T вместо θ и с дополнитель-
ной неопределенностью ε(∆1u)t+1 в канале управ-
ления, где ε – коэффициент усиления неопределен-
ности, и нормированная неопределенность ∆1 удо-
влетворяет ограничению

|(∆1u)t| 6 max
t−µ6s<t

|ut−s| .

По теореме 8 [9] установившаяся ошибка слежения
∥yt−y∗t ∥ss для такой замкнутой системы управления
не превосходит величины

J̄∞ :=

=
δw,∞ + ε+ (δy,∞ + 2ε+ ε∥a∞(λ)/b∞(λ)∥)∥y∗∥ss

1− (δy,∞ + 2ε)− ε∥(a∞(λ)− 1)/b∞(λ)∥
.

(27)
Левое неравенство в (23) получается оценкой свер-
ху разности J̄∞ − J(θ∞, y

∗) с помощью ряда алгеб-
раических преобразований, которые здесь не приво-
дятся. Наконец, правое неравенство в (23) следует
из ключевого неравенства (13), которое, в свою оче-
редь, следует из определения (19) оптимальных оце-
нок θt = θ∞ и включений θ ∈ Θt при всех t. Теорема
доказана.

Замечание 1. Второе утверждение теоремы
содержит предположение о сходимости алгоритма
оценивания за конечное время. Такая конечная схо-
димость строго доказана в [11] для случая dim θ 6 3
и является открытой проблемой для произвольной
размерности вектора оцениваемых параметров. Од-
нако сходимость множественных и векторных оценок
за конечное время строго гарантирована, если искус-
ственно не ограничивать число неравенств в множе-
ственных оценках Θt. Эта конечная сходимость сле-
дует из того, что в этом случае из монотонно убы-
вающих по включению оценок Θt при каждом их об-
новлении выбрасывается по меньшей мере шар ра-
диуса ε/2 (см. [8]). Однако очевидно вытекающая из
этого обстоятельства экспоненциальная оценка чис-
ла возможных обновлений множественных оценок и,
тем более, числа запоминаемых неравенств, являет-
ся грубой и заведомо завышенной. Результаты мо-
делирования адаптивного управления показывают,
что число обновлений не растет экспоненциально с
ростом размерности. Кроме того, численные экспе-
рименты показывают, что конечная сходимость ал-
горитма оценивания (18)–(20) наблюдается в любых
размерностях, и проблема состоит в получении до-
казательства конечной сходимости.

Замечание 2. Важным отличительным досто-
инством использованного для синтеза адаптивно-
го управления метода рекуррентных целевых нера-
венств является онлайн верификация не только те-

кущих оценок, но и априорных предположений об
управляемом объекте. Традиционные градиентные
и МНК алгоритмы не обеспечивают такой верифи-
кации, которая представляет собой отдельную про-
блему, не изучавшуюся в рамках теории адаптивного
управления. Более того, постоянство оценок на дли-
тельном промежутке времени заведомо гарантирует
неравенства (23), в которых роль θ∞ играет текущая
не обновляющаяся оценка θt. Таким образом, кон-
структор системы управления имеет не только оцен-
ку гарантируемого качества слежения (в условиях
действия возмущения и неопределенности априори
неизвестной амплитуды!), но и оценку точностиKθtε
адаптивного оптимального управления и может при
необходимости уменьшить параметр мертвой зоны ε
для повышения точности.

5. Моделирование

5.1. Проекционный и МНК алгоритмы оце-
нивания

Одним из традиционных градиентных алгорит-
мов оценивания для решения задач адаптивной ста-
билизации является проекционный алгоритм, осно-
ванный на следующем идентификационном крите-
рии. Для простоты изложения предположим снача-
ла, что внешнее возмущение – несмещенное, т.е.
cw = 0. Тогда уравнение модели (1) можно записать
в виде

yt+1 − ξTφt = vt+1 .

Пусть ξt – некоторая оценка неизвестного вектора ко-
эффициентов ξ в момент t. Тогда оценка ξt+1 проек-
ционного алгоритма имеет вид

ξt+1 = argmin
{ξ̂ | yt+1−ξ̂Tφt=0 }

|ξ̂ − ξt| ,

т.е. является проекцией вектора ξt на гиперплоскость
yt+1− ξ̂Tφt = 0 в пространстве оценок ξ̂. Если оцен-
ка ξt+1 не попадает в априорное выпуклое множе-
ство Ξ, то она дополнительно проектируется на Ξ.
Таким образом, цель проекционного алгоритма – вы-
числить ближайшую к вектору ξt оценку ξt+1, даю-
щую нулевую невязку модели в момент t + 1. Вы-
бор ближайшей оценки гарантирует убывание функ-
ции Ляпунова |ξt−ξ|2 при отсутствии возмущения v в
модели (1). В случае ненулевого смещения cw к век-
тору ξ следует добавить компоненту cw, а к векторам
оценок ξ̂ – компоненту ĉw.

С самого начала развития теории адаптивного
управления в 1960-х гг. предлагались и исследова-
лись различные модификации проекционного алго-
ритма с целью обеспечения стабилизации адаптив-
ных систем без возмущений или при ограниченных
возмущениях. Однако только относительно недавно
в [12, 13] были получены, без каких-либо дополни-
тельных искусственных предположений, строгие ре-
зультаты в задаче адаптивного слежения для дис-
кретных систем с помощью проекционного алгорит-
ма. Было доказано, что ошибка слежения в адап-
тивной системе с чистым проекционным алгорит-
мом пропорциональна взвешенной по времени сум-
ме суммарного возмущения v и задающего сигнала
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y∗. В разделе 5.2 приводятся результаты модели-
рования, иллюстрирующие на примере проекцион-
ного алгоритма непригодность традиционных гради-
ентных алгоритмов оценивания для решения задач
адаптивного оптимального управления в детермини-
рованной постановке.

МНК базируется на идентификационном кри-
терии в виде суммы квадратов невязок модели

I(ξ̂, ĉw) =

k=t∑
k=1

(yk+1 − ξ̂Tφk − ĉw)
2 .

Как отмечалось во введении, МНК нашел широ-
кое применение в теории адаптивного оптимально-
го управления для систем со случайными внешними
возмущениями. Но стохастическая теория робастно-
го управления до настоящего времени не разработа-
на и поэтому нет и теории адаптивного оптимально-
го робастного управления. В этом разделе приводят-
ся результаты моделирования адаптивной системы
с МНК алгоритмом оценивания, показывающие, что
при наличии даже случайной, а не детерминирован-
ной неопределенности по выходу, поведение адап-
тивной системы, приемлемое для большинства ре-
ализаций случайных возмущений и неопределенно-
стей, может быть не только далеко не оптимальным,
но и практически неприемлемым для некоторых ре-
ализаций.

5.2. Описание и результаты численного
моделирования

Для численного моделирования выбран
неустойчивый минимально-фазовый объект (1) с по-
люсами (корнями a(λ)) 0, 8 и 0, 9, каждый кратности
2, и нулями (корнями b(λ)) 1, 1 и 1, 2 и с b1 = 2. Этим
полюсам и нулям соответствует вектор коэффициен-
тов

ξ = (− 4, 2222; 6, 9290; −5, 2469; 1, 5432;

2, 0000; −3, 4848; 1, 5152)T .

Суммарное возмущение v моделируется в виде

vt = 1 + wt + 0.5κt pt , (28)

где wt,κt – последовательности независимых рав-
номерно распределенных на отрезке [−1, 1] случай-
ных величин. Таким образом, неизвестные конструк-
тору смещение и норма внешнего возмущения рав-
ны, соответственно, cw = 1 и δw = 1. Память
неопределенности µ = 10, а коэффициент усиле-
ния неопределенности δy в приводимых численных
результатах принимал значения 0,2 и 0,5.

Априорное множество P0 векторов θ описыва-
ется ограничениями

|ai| 6 10, |bi| 6 10, i = 1, 2, 3,

b1 > 0, 1, 0, 8 > δy > 0, δw > 0,

b1 − b3 > 0, 01, b1 ± b2 + b3 > 0, 01 .

Неравенства в последней строке эквивалентны усло-
вию минимальной фазовости модели, если в правых
частях этих неравенств вместо 0.01 поставить нули.
Сколь угодно малый отступ, в данном случае 0.01,
необходим во избежание сингулярности. Параметр
мертвой зоны алгоритма оценивания выбран равным

0, 001, начальные значения y1, y2, y3, y4 – случайные
из отрезка [−1, 1], u1, u2, u3, u4 – нули.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê çàäàþùåãî ñèãíàëà y∗.
Fig. 1. Plot of the reference signal y∗.

График периодического задающего сигнала
y∗t = 10 sin(0.002 t) с ∥y∗t ∥ss = 10 представлен на
рис. 1.

Для иллюстрации поведения адаптивных си-
стем с различными алгоритмами оценивания при
неблагоприятных возмущениях, значения внешне-
го возмущения и неопределенности на промежутке
[500, 700] выбирались так, чтобы максимизировать
абсолютную величину выхода в следующий момент
времени:

vt+1 = (δw + δypt+1) sign(ξTt φt) .

При моделировании адаптивного управления
с оптимальным алгоритмом оценивания (18)–(20) ис-
пользовалось N = 2dim θ = 20 запоминаемых
неравенств. Этому числу неравенств соответству-
ет сохранение информации о текущей оптимальной
оценке θt и всех ее 10 смежных вершинах.

Пунктирные линии на всех приводимых далее
графиках ошибки слежения соответствуют неизвест-
ным конструктору адаптивной системы оптимальным
границам для ошибки слежения ±J(θ, y∗).

На рис. 2, 3 и 4 приведены графики выхода
установившейся ошибки слежения соответственно
для адаптивного управления с проекционным, МНК
и оптимальными алгоритмами оценивания (18)–(20)
при одинаковых реализациях случайных величин wt

и κt и относительно малом коэффициенте усиления
неопределенности δy = 0.2, которому соответствует
оптимальное значение J(θ, y∗) = 3, 75. Рис. 2 ил-
люстрирует неприемлемое качество, доставляемое
проекционным алгоритмом оценивания уже при от-
носительно малом значении δy. Рис. 3 иллюстрирует,
как изменение задающего сигнала нежелательным
образом отражается на выходе адаптивной системы
с МНК алгоритмом оценивания.

300 400 500 600 700 800 900 1000
−30

−20

−10

0

10

20

30

y
−

y
*

Ðèñ. 2. Ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì, δy = 0.2, J(θ, y∗) =
3, 75.
Fig. 2. Projection algorithm, δy = 0.2, J(θ, y∗) = 3, 75.
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Ðèñ. 3. ÌÍÊ àëãîðèòì, δy = 0.2, J(θ, y∗) = 3, 75.
Fig. 3. Least squares algorithm, δy = 0.2, J(θ, y∗) =
3, 75.
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Ðèñ. 4. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, δy = 0.2, J(θ, y∗) =
3, 75.
Fig. 4. Optimal algorithm, δy = 0.2, J(θ, y∗) = 3, 75.

На рис. 5 приведен пример всплеска ошибки
слежения при МНК оценивании и другой реализации
случайных величин wt и κt. Отметим, что в устано-
вившемся режиме до момента t = 500 начала возму-
щений максимальной амплитуды ошибка слежения
значительно смещена относительно гарантируемого
адаптивным оптимальным управлением интервала,
а при возмущениях максимальной амплитуды пре-
высила оптимальную верхнюю границу более чем на
порядок. Для этих же реализаций случайных величин
wt и κt на рис. 6 представлен график ошибки слеже-
ния при оптимальном алгоритме оценивания.
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Ðèñ. 5. ÌÍÊ àëãîðèòì, δy = 0.2, J(θ, y∗) = 3, 75.
Fig. 5. Least squares algorithm, δy = 0.2, J(θ, y∗) =
3, 75.
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Ðèñ. 6. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, δy = 0.2, J(θ, y∗) =
3, 75.
Fig. 6. Optimal algorithm, δy = 0.2, J(θ, y∗) = 3, 75.

На рис. 7, 8 и 9 приведены графики выхода
установившейся ошибки слежения соответственно
для адаптивного управления с проекционным, МНК
и оптимальным алгоритмами оценивания при оди-
наковых реализациях случайных величин wt и κt

и коэффициенте усиления неопределенности δy =

0.5, которому соответствует оптимальное значение
J(θ, y∗) = 12. При таком коэффициенте усиления
адаптивное управление с проекционным алгоритмом
демонстрирует неприемлемое качество при почти
всех реализациях возмущения и неопределенности.
Адаптивное управление с МНК алгоритмом на боль-
шинстве реализаций возмущений и неопределенно-
сти демонстрирует хорошее качество слежения, но
не может гарантировать его для всех допустимых
возмущений и неопределенности. На рис. 8 проил-
люстрировано неприемлемое качество адаптивного
управления сМНК алгоритмом в установившемся ре-
жиме до момента t = 500, начала промежутка воз-
мущения и неопределенности максимальной ампли-
туды, которые помогли МНК улучшить оценки и, как
следствие, ошибку слежения.
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Ðèñ. 7. Ïðîåêöèîííûé àëãîðèòì, δy = 0, 5, J(θ, y∗) =
12.
Fig. 7. Projection algorithm, δy = 0, 5, J(θ, y∗) = 12.
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Ðèñ. 8. ÌÍÊ àëãîðèòì, δy = 0.5, J(θ, y∗) = 12.
Fig. 8. Least squares algorithm, δy = 0.5, J(θ, y∗) = 12.
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Ðèñ. 9. Îïòèìàëüíûé àëãîðèòì, δy = 0, 5, J(θ, y∗) =
12.
Fig. 9. Optimal algorithm, δy = 0, 5, J(θ, y∗) = 12.

Для адаптивного управления с алгоритмом
оценивания (18)–(20) асимптотическая оптималь-
ность слежения наблюдалась абсолютно во всех
многочисленных экспериментах. Число обновлений
оценок алгоритмом (18)–(20) при случайных и де-
терминированных wt и κt находилось в промежут-
ке [65, 90], а время счета на ноутбуке с процессо-
ром 4xIntelCore i5-7200U CPU@2.50GHz колебалось
в промежутке от 2,5 до 4,7 сек. При моделировании
адаптивного оптимального управления, в котором
количество запоминаемых линейных неравенств не
ограничивалось и для которого гарантирована схо-
димость оценок за конечное время, число обновле-
ний оценок возрастает на единицы, а время счета
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примерно на 0,5 сек. Следует отметить, что оцен-
ки, доставляемые алгоритмом (18)–(20) к моменту
t = 1000, настолько близки к вектору θ, что при уве-
личении времени моделирования до t = 104 оценки
θt испытывают единицы обновлений.

5.3. Онлайн оценка качества слежения и
верификация модели

В этом разделе иллюстрируется первое утвер-
ждение теоремы 2 и замечание 2 в конце преды-
дущего раздела. На рис. 10 показана динамика
роста оптимальных значений показателя качества
J(θt, y

∗), согласованных с данными измерений к мо-
менту t (за исключением моментов, соответствую-
щих выбрасываемым из оценок Θt неравенствам)
для реализаций возмущения и неопределенности,
соответствующих рис. 9. Отметим, что последние 4
обновления оценок происходили в моменты времени
501, 507, 516, 854. Таким образом, к моменту t = 500
начала возмущений максимальной амплитуды, спо-
собствующих получению более точных оценок, алго-
ритм оптимального оценивания (18)–(20) уже предо-
ставил достаточно хорошие оценки, которые всего
трижды уточнялись при действии возмущений мак-
симальной амплитуды и всего один раз после их
окончания. Последнее согласованное с измерения-
ми значение J(θ1000, y∗) = J(θ854, y

∗) = 10, 2695 <
J(θ, y∗) = 12. В заключение приведем последнюю
оценку

θ1000 = (− 3.8640; 6.2783; −4.8115; 1.4014; 1.8285;

3.1815; 1, 3846; 0, 9459; 0, 4378; 1, 3961)T

неизвестного конструктору вектора параметров

θ = (− 4, 2222; 6, 9290; −5, 2469; 1, 5432; 2;

− 3, 4848; 1, 5152; 1; 0.5; 1)T .
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Ðèñ. 10. Ãðàôèê J(θt, y
∗), δy = 0, 5, J(θ, y∗) = 12.

Fig. 10. Plot of J(θt, y
∗), δy = 0, 5, J(θ, y∗) = 12.

Множественное оценивание неизвестных па-
раметров в рамках теории идентификации систем
традиционно базировалось на предположении об из-
вестных верхних границах возмущений и неопреде-
ленности и поэтому этот метод считался слишком
консервативным [14]. Приведенные результаты на-
глядно опровергаютшироко распространенную точку
зрения о неизбежном консерватизме множественно-
го оценивания.

6. Заключение

В данной работе рассмотрена детерминиро-
ванная задача адаптивного оптимального робаст-
ного слежения для относительно простого дискрет-
ного минимально-фазового объекта с одним вхо-

дом и одним выходом в условиях сильной апри-
орной неопределенности, при которой параметры
номинальной модели, характеристики ограниченно-
го внешнего возмущения и коэффициент усиления
неопределенности по выходу не идентифицируемы.
Традиционные алгоритмы синтеза адаптивного ста-
билизирующего управления, базирующиеся на ме-
тоде наименьших квадратов или градиентных алго-
ритмах оценивания, непригодны для решения рас-
смотренной оптимальной задачи. Для решения опти-
мальной задачи необходимо, во-первых, задейство-
вать множественные оценки неизвестных парамет-
ров, согласованные с данными измерений, и, во-вто-
рых, использовать показатель качества задачи сле-
жения в качестве идентификационного критерия. В
рассматриваемой специальной задаче этот показа-
тель качества является дробно-рациональной функ-
цией неизвестных параметров, благодаря чему вы-
числение текущих оптимальных оценок сводится к
задаче линейного программирования и может быть
реализовано в режиме онлайн. Важными отличи-
тельными достоинствами предложенного адаптивно-
го управления являются онлайн верификация моде-
ли управляемого объекта и оценка гарантируемого
качества слежения, согласованная с данными изме-
рений и априорной информацией.
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Àííîòàöèÿ

Ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû Ôåéíìàíà, îïèñûâàþ-
ùèå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è èõ âçàèìî-
äåéñòâèé íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè Âñåëåííîé,
íà÷èíàÿ ñ ýíåðãèè Ïëàíêà 1019 ÃýÂ. Îïèñàíèå áà-
çèðóåòñÿ íà ãèïîòåçå î òîì, ÷òî âûñîêîýíåðãåòè÷å-
ñêèé (âûñîêîòåìïåðàòóðíûé) ïðåäåë ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ãåíåðèðóåòñÿ êîíòðàêöèåé êàëèáðîâî÷íîé
ãðóïïû è îòòàëêèâàåòñÿ îò ÿâíîãî âèäà êîíòðàê-
òèðîâàííîãî ëàãðàíæèàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü, êîíòðàêöèÿ êàëèáðîâî÷íîé
ãðóïïû, ôåéíìàíîâñêèå äèàãðàììû

Abstract

Feynman diagrams, describing the properties of el-
ementary particles and their interactions at differ-
ent stages of the evolution of the Universe, start-
ing with the Planck energy 1019 GeV, are presented.
The description is based on the hypothesis that the
high-energy (high-temperature) limit of the stan-
dard model is generated by the contraction of the
gauge group and is based on the explicit form of the
contracted Lagrangian.

Keywords:
standard model, contractions of gauge group, Feyn-
man diagrams

•
Введение

Стандартная модель, состоящая из электро-
слабой модели, объединяющей электромагнитные и
слабые взаимодействия, и квантовой хромодинами-
ки (КХД), описывающей сильные взаимодействия,
является современной теорией элементарных ча-
стиц. Она достаточно хорошо описывает имеющие-
ся экспериментальные данные и получила дальней-
шие убедительные подтверждения своей адекватно-
сти с недавним открытием скалярного бозона Хиггса
в экспериментах на большом адронном коллайдере.
Если мы интересуемся свойствами частиц в ранней
Вселенной и хотим оставаться на твердой научной
почве, нам необходимо использовать высокотемпе-
ратурный (высокоэнергетический) предел стандарт-
ной модели. Такой предел построен [1, 2] на основе
гипотезы о контракции калибровочной группы стан-
дартной модели с ростом температуры Вселенной
при приближении к моменту ее рождения.

Действительно, стандартная модель пред-
ставляет собой калибровочную теорию, основанную
на калибровочной группе SU(3) × SU(2) × U(1),
которая является прямым произведением простых
групп. Сильные взаимодействия кварков описывают-
ся квантовой хромодинамикой с калибровочной груп-
пой SU(3) и характерной температурой 0, 2 ГэВ. В
калибровочной группе SU(2)× U(1) электрослабой
модели группа SU(2) отвечает за слабые взаимо-
действия с характерной температурой 100 ГэВ, то-
гда как группа U(1) ассоциирована с дальнодей-
ствующими электромагнитными взаимодействиями.
Вследствие нулевой массы фотона – переносчика
этого взаимодействия – его характерная температу-
ра простирается до ”бесконечной” планковской энер-
гии 1019 ГэВ. Из сопоставления характерных тем-
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ператур заключаем, что калибровочная группа тео-
рии элементарных частиц с увеличением температу-
ры Вселенной становится проще. Мы предполагаем,
что при увеличении температуры более простая ка-
либровочная группа стандартной модели получает-
ся с помощью контракции, параметр которой обратно
пропорционален температуре Вселенной.

Операция контракции (или предельного пере-
хода) групп хорошо известна в физике [3]. Она, в
частности, преобразует простую группу в неполу-
простую. Понятие контракции было распространено
[4] на алгебраические структуры, такие как кванто-
вые группы, супергруппы, а также на фундаменталь-
ные представления унитарных групп, которые име-
ют непосредственное отношение к стандартной мо-
дели. Для симметричной физической системы кон-
тракция группы симметрии означает переход к тому
или иному предельному состоянию системы. В слу-
чае сложной физической системы, каковой является
стандартная модель, изучение предельных состоя-
ний при тех или иных предельных значениях физиче-
ских параметров открывает возможность лучше по-
нять поведение системы в целом.

Этот прием использован для того, чтобы вос-
становить эволюцию ранней Вселенной, опираясь на
достигнутый к настоящему времени уровень знаний.
Оказалось, что в результате контракции калибро-
вочной группы лагранжиан стандартной модели рас-
падается на ряд слагаемых, которые различаются
степенями контракционного параметра ϵ → 0. По-
скольку средняя энергия (температура) горячей Все-
ленной связана с ее возрастом, то двигаясь вперед
во времени, т.е. в обратном к высокотемпературной
контракции направлении, заключаем, что после рож-
дения Вселенной элементарные частицы и их взаи-
модействия проходят ряд стадий в эволюции от пре-
дельного состояния с бесконечной температурой до
состояния, описываемого стандартной моделью. Эти
стадии формирования кварк-глюонной плазмы, вос-
становления электрослабой и цветовой симметрий
различаются по степеням контракционного парамет-
ра и, следовательно, по времени их возникновения. В
данной работе мы строим диаграммы Фейнмана для
лагранжиана стандартной модели на разных стадиях
эволюции Вселенной.

1. Стадии эволюции элементарных частиц

При контракции калибровочной группы лаг-
ранжиан стандартной модели распадается на ряд
слагаемых, пропорциональных степеням ϵk контрак-
ционного параметра. В соответствии с принятой ги-
потезой этот параметр является монотонной функци-
ей температуры: ϵ(T ) → 0 при T → ∞. Очень вы-
сокие температуры отвечают ранней Вселенной по-
сле инфляции на первых стадиях Большого взрыва.
Контракция калибровочной группы стандартной мо-
дели позволяет упорядочить во времени стадии ее
развития, но не дает возможности установить абсо-
лютные даты. Чтобы оценить их, используется тот
факт, что электрослабая эпоха начинается при тем-
пературе T4 = 100 ГэВ (1 ГэВ= 1013K), а КХД эпоха
при T8 = 0.2 ГэВ. Иначе говоря, предполагается, что

полная реконструкция электрослабой модели и вос-
становление КХД происходят при этих температурах.

Вводится уровень обрезания∆ для ϵk, т.е. при
ϵk < ∆ все слагаемые в лагранжиане пропорцио-
нальные ϵk являются пренебрежимо малыми. Нако-
нец, предполагается, что контракционный параметр
пропорционален обратной температуре

ϵ(T ) =
A

T
, A = const. (1)

Из уравнения для КХД ϵ8(T8) = A8T−8
8 = ∆

получается значение константы A = T8∆
1/8 =

0, 2∆1/8 ГэВ. Из подобного уравнения для электро-
слабой модели находится уровень обрезания ∆ =
(T8E

−1
4 )8 = (0, 2 · 10−2)8 ≈ 10−22. Уравнение для

k-й степени ϵk(Tk) = AkT−k
k = ∆ приводит к фор-

муле
Tk = T8∆

k−8
8k ≈ 10

88−15k
4k , (2)

откуда легко находятся граничные значения (ГэВ):

T1 = 1018, T2 = 107, T3 = 103,

T4 = 102, T5 = 4, T6 = 1, T8 = 2 · 10−1. (3)

Оценка ”бесконечной” температуры T1 ≈ 1018 ГэВ
сравнима с энергией Планка ≈ 1019 ГэВ, при кото-
рой становится существенным влияние гравитации.
Таким образом, полученная эволюция элементарных
частиц не выходит за пределы проблем, описывае-
мых электрослабыми и сильными взаимодействия-
ми.

2. Лагранжиан и диаграммы электрослабой
модели

Полный лагранжиан модифицированной элек-
трослабой модели с контрактированной группой
SU(2; ϵ) равен сумме бозонного, лептонного и квар-
кового лагранжианов и дается формулой (5.37) [2]

LEW (ϵ) = L∞ + ϵL1 + ϵ2L2 + ϵ3L3 + ϵ4L4, (4)

где
L∞ = LB,0 + LL,0 + LQ,0 =

= −1

4
Z2

µν − 1

4
F2

µν + ν†eiτ̃µ∂µνe + e†riτµ∂µer+

+g′ sin θwe
†
rτµZµer − g′ cos θwe

†
rτµAµer+

+
g

2 cos θw
ν†e τ̃µZµνe + d†riτµ∂µdr + u†l iτ̃µ∂µul+

+u†riτµ∂µur −
1

3
g′ cos θwd

†
rτµAµdr+

+
1

3
g′ sin θwd

†
rτµZµdr +

2e

3
u†l τ̃µAµul+

+
g

cos θw

(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)
u†l τ̃µZµul+

+
2

3
g′ cos θwu

†
rτµAµur −

2

3
g′ sin θwu

†
rτµZµur, (5)

L1 = −mu(u
†
rul + u†lur), (6)
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L2 =
1

2
(∂µχ)

2 +
1

2
m2

Z (Zµ)
2 − 1

2
W+

µνW−
µν+

+
gmz

2 cos θW
(Zµ)

2 χ+
g2

8 cos2 θW
(Zµ)

2 χ2−

−2ig
(
W+

µ W
−
ν −W−

µ W
+
ν

) (
Fµν sin θW+

+Zµν cos θW

)
− i

2
eAµ

(
W+

µνW
−
ν −W−

µνW
+
ν

)
+

+
i

2
eAν

(
W+

µνW
−
µ −W−

µνW
+
µ

)
−

− i

2
g cos θW

[
Zµ

(
W+

µνW
−
ν −W−

µνW
+
ν

)
−

−Zν

(
W+

µνW
−
µ −W−

µνW
+
µ

)]
−

−e
2

4

{[(
W+

µ

)2
+
(
W−

µ

)2]
(Aν)

2−

−2
(
W+

µ W
+
ν +W−

µ W
−
ν

)
AµAν+

+
[(
W+

ν

)2
+
(
W−

ν

)2]
(Aµ)

2
}
−

−g
2

4
cos θW

{[(
W+

µ

)2
+
(
W−

µ

)2]
(Zν)

2−

−2
(
W+

µ W
+
ν +W−

µ W
−
ν

)
ZµZν+

+
[(
W+

ν

)2
+
(
W−

ν

)2]
(Zµ)

2
}
−

−eg cos θW
[
W+

µ W
−
µ AνZν +W+

ν W
−
ν AµZµ−

−1

2

(
W+

µ W
−
ν +W+

ν W
−
µ

)
(AµZν +AνZµ)

]
+

+e†l iτ̃µ∂µel−me(e
†
rel+e

†
l er)+

g cos 2θw
2 cos θw

e†l τ̃µZµel−

−ee†l τ̃µAµel +
g√
2

(
ν†e τ̃µW

+
µ el + e†l τ̃µW

−
µ νe

)
+

+d†l iτ̃µ∂µdl −md(d
†
rdl + d†l dr)−

e

3
d†l τ̃µAµdl−

− g

cos θw

(
1

2
− 2

3
sin2 θw

)
d†l τ̃µZµdl+

+
g√
2

[
u†l τ̃µW

+
µ dl + d†l τ̃µW

−
µ ul

]
, (7)

L3 = gW+
µ W

−
µ χ, (8)

L4 = m2
WW+

µ W
−
µ − 1

2
m2

χχ
2 − λvχ3 − λ

4
χ4+

+
g2

4

(
W+

µ W
−
ν −W−

µ W
+
ν

)2
+
g2

4
W+

µ W
−
ν χ

2. (9)

Здесь Aµ представляет фотон, W±
µ , Zµ – по-

ля заряженных и нейтрального калибровочных бозо-
нов, χ обозначает бозон Хиггса, el(er), νe есть поля
левого (правого) электрона и электронного нейтрино,

ul(ur) – поля левого (правого) u-кварка, dl(dr) – по-
ля левого (правого) d-кварка. Левые поля образуют
SU(2)-дублеты, тогда как правые поля есть SU(2)-
синглеты.

1)
b

2)
b̂

3)
B

4)
B̂

Ðèñ. 1. Ïðîïàãàòîðû ÷àñòèö: 1) b = e, u, d, χ, ν – ìàñ-
ñèâíûå ÷àñòèöû è íåéòðèíî, 2) b̂ = ê, û, d̂, χ – áåç-
ìàññîâûå ÷àñòèöû. Ïðîïàãàòîðû êàëèáðîâî÷íûõ áî-
çîíîâ: 3) B = A,W,Z – ôîòîí, ìàññèâíûå W - è Z-
áîçîíû, 4) B̂ = Ŵ , Ẑ – áîçîíû ñ íóëåâîé ìàññîé.
Fig. 1. Particle propagators: 1) b = e, u, d, χ, ν – massive
particles and neutrinos, 2) b̂ = ê, û, d̂, χ – massless
particles. 3) B = A,W,Z – photon, massive W - and
Z-bosons, 4) B̂ = Ŵ , Ẑ – massless gauge bosons.

В интервале ”бесконечных” температур T >
1018 ГэВ частицы электрослабой модели теряют
массу, а динамические слагаемые в лагранжиане
LEW = L∞ (5) описывают пропагаторы безмассо-
вых частиц, в том числе калибровочных бозонов. Со-
ответствующие диаграммы представлены на рис.1.
Кроме того, имеются 3-х вершинные взаимодействия
нейтрино, электронов и кварков с фотоном и Z-бозо-
ном (диаграммы 1)–4) на рис.2).

1) b̂ b̂

A

2) b̂ b̂

Ẑ

3) ν ν

A

4) ν ν

Ẑ

5) Z Z

χ̂

6)
f f

Ĉ

7) ν e

Ŵ

8) u d

Ŵ
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9) Ŵ−

χ̂

Ŵ+

10)
χ

χ

χ

11)

µ

Ŵ+
µ Ŵ−

ν

Aν

12)

µ

Ŵ+
µ Ŵ−

ν

Zν

13)
µ

Ŵ+
ν

Ŵ−

ν

Aµ

14)
µ

W+
ν

W−

ν

Zµ

Ðèñ. 2. 3-õ âåðøèííûå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â ýëåê-
òðîñëàáîé ìîäåëè. Çäåñü b̂ = ê, û, d̂, Ĉ = Ẑ, Â,
f = e, d. Äèàãðàììà 11) ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîäåéñòâèå
Ŵ+

µ Ŵ−
ν ∂µAν. Àíàëîãè÷íî äèàãðàììû 12)–14).

Fig. 2. 3-vertex particle interactions in the electroweak
model. Here b̂ = ê, û, d̂, Ĉ = Ẑ, Â, f = e, d. Diagram
11) represents interaction Ŵ+

µ Ŵ−
ν ∂µAν. Similar to

diagrams 12)–14).

При остывании Вселенной ниже 1018 ГэВ
до температуры 107 ГэВ лагранжиан равен сумме
LEW = L∞ + ϵL1, т.е. добавляются массовые сла-
гаемые u-кварка (6), поэтому появляется пропагатор
массивного u-кварка (диаграмма 1) на рис.1.

Дальнейшая эволюция от 107 ГэВ до темпера-
туры 103 ГэВ приводит к расширению лагранжиана
на слагаемые (7) до LEW = L∞ + ϵL1 + ϵ2L2. В
этом интервале температур происходит существен-
ное восстановление свойств электрослабой моде-
ли: появляются пропагаторы массивного электрона
(диаграмма 1) на рис.1 и массивного Z-бозона (диа-
грамма 3) на рис.1, возникает безмассовый бозон
Хиггса, пропагатор которого представлен диаграм-
мой типа 2) на рис.1, а также калибровочный W -
бозон с нулевой массой и пропагатором типа 4) на
рис.1.

Взаимодействия представлены как 3-х вер-
шинными, так и 4-х вершинными процессами. Вза-
имодействие безмассового бозона Хиггса с массив-
ным калибровочным Z-бозоном представлено диа-
граммой 5) на рис.2, а взаимодействия электрона и
кварков c фотоном и Z-бозоном — диаграммами 1),
2) на рис.2. Кроме того, диаграмма 7) изображает
взаимодействие электрона и нейтрино, а диаграмма
8) — взаимодействие u- и d- кварков посредством
безмассовогоW -бозона. 4-х вершинные диаграммы
типов 1)-3) на рис.3 описывают взаимодействие ка-
либровочных бозоновA и Z с безмассовымW -бозо-
ном.

1) Ŵ± Ŵ±

A A

2) Ŵ
±

Ŵ
±

Z Z

3) Ŵ± Ŵ±

A Z

4)
χ

χ

χ
χ

5)
χ W−

ν

W+
µ

χ

6)
W

−

µ W
+
ν

W
+
µ

W
−

ν

Ðèñ. 3. 4-õ âåðøèííûå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â ýëåê-
òðîñëàáîé ìîäåëè.
Fig. 3. 4-vertex particle interactions in the electroweak
model.

Охлаждение Вселенной от 103 ГэВ до темпе-
ратуры 102 ГэВ добавляет к лагранжиана электро-
слабой модели слагаемое L3 (8), т.е. LEW = L∞ +
ϵL1+ϵ

2L2+ϵ
3L3. Появляется взаимодействие заря-

женныхW -бозонов с полем бозона Хиггса (диаграм-
ма 9) на рис.2). В данном интервале температур все
эти поля по-прежнему остаются безмассовыми.

Наконец, при падении температуры ниже 102

ГэВ электрослабая модель восстанавливается в пол-
ном объеме до лагранжиана (4). На этой стадии W -
бозоны и бозон Хиггса приобретают массу и их про-
пагаторы изображаются диаграммами типа 1), 3) на
рис.1. Появляются 3-х и 4-х вершинные самодей-
ствия поля бозона Хиггса, представленные диаграм-
мой 10) на рисунках 2 и 3, 4-х вершинные взаимодей-
ствияW -бозонов с полем бозона Хиггса (диаграмма
5) на рис.3), а также 4-х вершинные взаимодействия
W -бозонов между собой (диаграмма 6) на рис.3).

3. Лагранжиан и диаграммы КХД

В лагранжиане КХД (5.41) [2]

LQCD = Lq + Lgl =

=
∑
q

q̄i(iγµ)(Dµ)ijq
j − 1

4

8∑
α=1

Fα
µνF

µν α, (10)

опущены массовые слагаемые −mq q̄
iqi. При пере-

ходе к контрактированной группе SU(3; ϵ) эти слага-
емые вида

−mq q̄
i(ϵ)qi(ϵ) = −mq

(
|q1|2 + ϵ2 |q2|2 + ϵ4 |q3|2

)
(11)

добавляются к кварковой части лагранжиана (5.52) в
монографии [2], которая принимает вид

Lq(ϵ) = L∞
q + ϵ2L(2)

q + ϵ4L(4)
q , (12)

где

L∞
q =

∑
q

{
iq̄1γ

µ∂µq1 −mq |q1|2 +

+
gs
2
|q1|2 γµ

(
1√
3
A8

µ +A3
µ

)}
, (13)
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L(2)
q =

∑
q

{
iq̄2γ

µ∂µq2 −mq |q2|2+

+
gs
2

(
|q2|2 γµ

(
1√
3
A8

µ −A3
µ

)
+

+q1q̄2γ
µ
(
A1

µ + iA2
µ

)
+ q̄1q2γ

µ
(
A1

µ − iA2
µ

))}
,

(14)

L(4)
q =

∑
q

{
iq̄3γ

µ∂µq3 −mq |q3|2+

+
gs
2

(
− 2√

3
A8

µ |q3|
2 γµABB

µ +

+q1q̄3γ
µ
(
A4

µ + iA5
µ

)
+ q̄1q3γ

µ
(
A4

µ − iA5
µ

)
+

+q2q̄3γ
µ
(
A6

µ + iA7
µ

)
+ q̄2q3γ

µ
(
A6

µ − iA7
µ

))}
.

(15)
Здесь q(x) – кварковые поля, q = u, d, s, c, b, t,

компоненты qi, i = 1, 2, 3 обозначают цветовые сте-
пени свободы, а Aα

µ, α = 1, 2, . . . , 8 представляют
поля глюонов.

1)
q

2)
q

3)
A

α

µ

Ðèñ. 4. Ïðîïàãàòîðû: 1) ìàññèâíûõ êâàðêîâ, 2) áåç-
ìàññîâûõ êâàðêîâ è 3) ãëþîíîâ.
Fig. 4. Propagators: 1) massive quarks, 2) massless
quarks and 3) gluons.

Глюонная часть лагранжиана имеет вид

Lgl(ϵ) =

= L∞
gl + ϵ2L

(2)
gl + ϵ4L

(4)
gl + ϵ6L

(6)
gl + ϵ8L

(8)
gl , (16)

где
L∞
gl =

= −1

4

{(
∂µA

3
ν − ∂νA

3
µ

)2
+
(
∂µA

8
ν − ∂νA

8
µ

)2}
, (17)

L
(2)
gl =

= −1

4

{(
∂µA

1
ν − ∂νA

1
µ + gs

(
A2

µA
3
ν −A3

µA
2
ν

))2
+

+
(
∂µA

6
ν − ∂νA

6
µ +

gs
2

((
A3

µA
7
ν −A7

µA
3
ν

)
+

+
√
3
(
A7

µA
8
ν −A8

µA
7
ν

)))2
+

+
(
∂µA

2
ν − ∂νA

2
µ − gs

(
A1

µA
3
ν −A3

µA
1
ν

))2
+

+
(
∂µA

7
ν − ∂νA

7
µ − gs

2

(
A3

µA
6
ν −A6

µA
3
ν+

+
√
3
(
A6

µA
8
ν −A8

µA
6
ν

)))2
+

+gs

((
2
(
A1

µA
2
ν −A2

µA
1
ν

)
−A6

µA
7
ν +A7

µA
6
ν

)
×

×
(
∂µA

3
ν − ∂νA

3
µ

)
+

+
√
3
(
A6

µA
7
ν −A7

µA
6
ν

) (
∂µA

8
ν − ∂νA

8
µ

))}
, (18)

L
(4)
gl =

= −1

4

{(
∂µA

4
ν − ∂νA

4
µ

)2
+
(
∂µA

5
ν − ∂νA

5
µ

)2
+

+gs

((
A4

µA
7
ν −A7

µA
4
ν −A5

µA
6
ν +A6

µA
5
ν

)
×

×
(
∂µA

1
ν − ∂νA

1
µ

)
+

+
(
A4

µA
6
ν−A6

µA
4
ν+A

5
µA

7
ν−A7

µA
5
ν

) (
∂µA

2
ν − ∂νA

2
µ

)
−

−
(
A1

µA
7
ν−A7

µA
1
ν+A

2
µA

6
ν−A6

µA
2
ν+A

3
µA

5
ν−A5

µA
3
ν−

−
√
3
(
A5

µA
8
ν −A8

µA
5
ν

)) (
∂µA

4
ν − ∂νA

4
µ

)
+

+
(
A1

µA
6
ν−A6

µA
1
ν−A2

µA
7
ν+A

7
µA

2
ν+A

3
µA

4
ν−A4

µA
3
ν−

−
√
3
(
A4

µA
8
ν −A8

µA
4
ν

)) (
∂µA

5
ν − ∂νA

5
µ

)
+

+
(
A2

µA
4
ν−A4

µA
2
ν−A1

µA
5
ν+A

5
µA

1
ν

) (
∂µA

6
ν − ∂νA

6
µ

)
+

+
(
A1

µA
4
ν−A4

µA
1
ν+A

2
µA

5
ν−A5

µA
2
ν

) (
∂µA

7
ν − ∂νA

7
µ

)
+

+
√
3
(
A4

µA
5
ν −A5

µA
4
ν

) (
∂µA

8
ν − ∂νA

8
µ

))
+

+g2s

((
A1

µA
2
ν −A2

µA
1
ν

)2
+
(
A6

µA
7
ν −A7

µA
6
ν

)2 −
−
(
A1

µA
2
ν −A2

µA
1
ν

) (
A6

µA
7
ν −A7

µA
6
ν

)
−

−
(
A1

µA
3
ν −A3

µA
1
ν

) (
A4

µA
6
ν−A6

µA
4
ν+A

5
µA

7
ν−A7

µA
5
ν

)
+

+
(
A2

µA
3
ν −A3

µA
2
ν

) (
A4

µA
7
ν−A7

µA
4
ν−A5

µA
6
ν+A

6
µA

5
ν

)
+

+
1

2

(
A3

µA
7
ν −A7

µA
3
ν +

√
3
(
A7

µA
8
ν −A8

µA
7
ν

))
×

×
(
A2

µA
4
ν −A4

µA
2
ν −A1

µA
5
ν +A5

µA
1
ν

)
−

−1

2

(
A3

µA
6
ν −A6

µA
3
ν +

√
3
(
A6

µA
8
ν −A8

µA
6
ν

))
×

×
(
A1

µA
4
ν −A4

µA
1
ν +A2

µA
5
ν −A5

µA
2
ν

)
+

+
1

2

(
A1

µA
7
ν −A7

µA
1
ν +A2

µA
6
ν −A6

µA
2
ν+

+A3
µA

5
ν −A5

µA
3
ν −

√
3
(
A5

µA
8
ν −A8

µA
5
ν

))2
+

+
1

2

(
A1

µA
6
ν −A6

µA
1
ν −A2

µA
7
ν +A7

µA
2
ν+
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+A3
µA

4
ν −A4

µA
3
ν −

√
3
(
A4

µA
8
ν −A8

µA
4
ν

))2)}
, (19)

L
(6)
gl =

= −g
2
s

16

{(
A4

µA
7
ν −A7

µA
4
ν −A5

µA
6
ν +A6

µA
5
ν

)2
+

(
A4

µA
6
ν −A6

µA
4
ν +A5

µA
7
ν −A7

µA
5
ν

)2
+

+
(
A2

µA
4
ν −A4

µA
2
ν −A1

µA
5
ν +A5

µA
1
ν

)2
+

+
(
A1

µA
4
ν −A4

µA
1
ν +A2

µA
5
ν −A5

µA
2
ν

)2
+

+4
(
A1

µA
2
ν −A2

µA
1
ν +A6

µA
7
ν −A7

µA
6
ν

)
×

×
(
A4

µA
5
ν −A5

µA
4
ν

)}
, (20)

L
(8)
gl = −g

2
s

4

(
A4

µA
5
ν −A5

µA
4
ν

)2
. (21)

Кварковая часть лагранжиана содержит
квадратичные по полям слагаемые iq̄1γ

µ∂µqk −
mq |qk|2 , k = 1, 2, 3, которым отвечают фейнма-
новские диаграммы пропагаторов кварков, изоб-
раженные на рис.4, 1). Слагаемые, содержащие
произведение двух полей кварков и поля глюонов
gs
2 qiγ

µAα
µ q̄k, описывают 3-х вершинные взаимодей-

ствия кварка с глюоном, которое изображается диа-
граммой 1) на рис.5.

Слагаемые вида −1
4

(
∂µA

α
ν − ∂νA

α
µ

)2 в глю-
онной части лагранжиана соответствуют пропагато-
рам глюонов, которые представляются диаграммой
3) на рис.4. Трехвершинные самодействия глюонов,
отвечающие слагаемым вида∼ gsA

α
µA

β
ν∂µA

γ
ν , пред-

ставлены диаграммой 3) на рис.5. Наконец, четырех-
глюонные взаимодействия типа ∼ g2sA

α
µA

β
νA

γ
µA

δ
ν ,

описываются фейнмановской диаграммой 4), изоб-
раженной на рис.5.

Следует отметить, что высокотемпературный
предел КХД, вызванный контракцией калибровочной
группы SU(3), не меняет характер взаимодействия
кварков и глюонов между собой [5]. Типы взаимодей-
ствия лишь распределяются по температурным ин-
тервалам в соответствии со стадиями развития Все-
ленной после ее появления в результате большого
взрыва.

Если дополнительно учесть преобразование
масс кварков (5.29) mq → ϵmq, вызванное
спонтанным нарушением симметрии, то слагаемое
−
∑

qmq |q1|2 в (13) будет пропорционально ϵ, сла-
гаемое −

∑
qmq |q2|2 в (14) пропорционально ϵ3, а

слагаемое−
∑

qmq |q3|2 в (15) пропорционально ϵ5,
т.е. они вносят существенный вклад в лагранжиан
на других стадиях эволюции по сравнению с дина-
мической частью. Поэтому кварки с первой цветовой
компонентой являются безмассовыми (диаграмма 2)
на рис.4) при температуре выше 1018 ГэВ и приоб-
ретают массу лишь при остывании Вселенной ниже

этой температуры (диаграмма 1) на рис.4). Аналогич-
но при температуре выше 103 ГэВ появляются кварки
второго цвета с нулевой массой, которые становят-
ся массивными при более низких температурах. Для
кварков с третьей цветовой компонентой граничная
температур составляет 4 ГэВ.

1)
qi qk

Aα
µ

2)
qi qk

Aα
µ

3) Aα
µ Aγ

ν

Aβ
ν

µ

4)

A
α
µ A

β
ν

A
δ
ν

A
γ
µ

Ðèñ. 5. Ñèëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ: 1) ìàññèâíûõ êâàð-
êîâ ñ ãëþîíàìè; 2) áåçìàññîâûõ è ìàññèâíûõ êâàðêîâ
ñ ãëþîíàìè; 3), 4) 3-õ è 4-õ âåðøèííûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ãëþîíîâ.
Fig. 5. Strong interactions: 1) massive quarks with
gluons; 2) massless and massive quarks with gluons;
3), 4) 3- and 4-vertex interactions of gluons.

4. Лагранжиан и диаграммы стандартной модели

Модифицированный лагранжиан стандартной
модели получается объединением лагранжиана (4)
электрослабой модели с кварковым (12) и глюонным
(16) лагранжианами квантовой хромодинамики. Его
можно представить в виде разложения по степеням
контракционного параметра

LSM (ϵ) =

= L∞+ϵL1+ϵ
2L2+ϵ

3L3+ϵ
4L4+ϵ

6L6+ϵ
8L8, (22)

где выживающие при бесконечной температуре чле-
ны

L∞ = L∞ + L∞
q + L∞

gl (23)

представляют собой суммы слагаемых из уравнений
(5), (13) и (17), L1 = L1 из (6). Слагаемые второго
порядка

L2 = L2 + L2
q + L2

gl (24)

находятся суммированием формул (7), (14) и (18).
Пропорциональные третьей степени ϵ слагаемые
совпадают с (8), т.е. L3 = L3. Члены четвертого по-
рядка

L4 = L4 + L4
q + L4

gl (25)

равны сумме слагаемых в формулах (9), (15) и (19).
Наконец, слагаемые шестого и восьмого порядков
порождаются только глюонной частью КХД:L6 = L6

gl

(20) и L8 = L8
gl (21).

При учете преобразования масс кварков, вы-
званного спонтанным нарушением симметрии, в раз-
ложении (22) появляются члены пятого порядкаL5 =
−
∑

qmq |q3|2, которые переходят из L4. Слагаемые
первого и третьего порядков модифицируются L′

1 =

21



Известия Коми научного центра УрО РАН. № 4(44). Серия «Физико-математические науки». Сыктывкар, 2020

L1 −
∑

qmq |q1|2, L′
3 = L3 −

∑
qmq |q2|2 за счет

добавления членов из L∞ и L2, соответственно.
Что касается взаимодействия кварков и глю-

онов между собой, то в высокотемпературном пре-
деле КХД, вызванном контракцией калибровочной
группыSU(3), его характер не меняется. Происходит
лишь распределение типов взаимодействия по тем-
пературным интервалам в соответствии со стадиями
развития Вселенной после ее появления в результа-
те большого взрыва.

Аналогичные процессы имеют место и в элек-
трослабой модели. Калибровочные бозоны и части-
цы эффективно теряют массу при возрастании тем-
пературы Вселенной, стандартные взаимодействия
частиц, не изменяя своего вида, распределяются по
этапам ее развития. Однако появляются новые виды
взаимодействия с участием безмассовых частиц.

Автор выражает свою признательность
В.В. Куратову за полезные обсуждения и помощь в
оформлении работы.
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Syktyvkar

Àííîòàöèÿ

Ðàññìîòðåíû ñïåöèàëüíûå óíèòàðíûå àëãåáðû
su(2) è su(3). Ïîäðîáíî èçó÷åíû âîçìîæíûå äèà-
ãîíàëüíûå êîíòðàêöèè ýòèõ àëãåáð, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ ïðè óìíîæåíèè êàæäîãî ãåíåðàòîðà àëãåá-
ðû íà ñâîé êîíòðàêöèîííûé ïàðàìåòð. Äëÿ êàæ-
äîé äîïóñòèìîé êîíòðàêöèè óñòàíîâëåíà ñòðóêòó-
ðà ïîëó÷àþùåéñÿ àëãåáðû. Èìåÿ â âèäó ïðèëîæå-
íèÿ ìåòîäà êîíòðàêöèé ê ýâîëþöèè íåêîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì, äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé àëãåáðû
óêàçàíî êîëè÷åñòâî íóëåâûõ êîììóòàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
êîíòðàêöèè àëãåáð Ëè, óíèòàðíûå àëãåáðû su(2)
è su(3)

Abstract

Special unitary algebras su(2) and su(3) are con-
sidered. Possible diagonal contractions of these al-
gebras, which are obtained by multiplying each al-
gebra generator by its contractional parameter, are
studied in detail. For each admissible contraction,
the structure of the resulting algebra is established.
Bearing in mind the applications of the contraction
method to the evolution of non-conservative sys-
tems, the number of zero commutators is indicated
for each limit algebra.

Keywords:
contractions of Lie algebras, unitary algebras su(2)
and su(3)

•
Введение

Специальные унитарные группы и их алгеб-
ры находят многочисленные применения как в ма-
тематике, так и в теоретической физике. В частно-
сти, классические специальные функции математи-
ческой физики — многочлены Лежандра и Якоби —
выражаются через матричные элементы неприводи-
мых унитарных представлений этих групп [1]. Поня-
тие спина элементарных частиц, а также изотопиче-
ского спина нуклона, объединяющего в один мульти-
плет протон и нейтрон, связано с группой SU(2) [2].
В основе современной теории элементарных частиц
лежат унитарные калибровочные группы и алгебры:
SU(2) × U(1) в случае электрослабой модели [3] и
SU(3) в случае квантовой хромодинамики [4].

Эволюция консервативной (изолированной)
квантовой системы определяется унитарным опера-
тором. Поэтому коммутационные соотношения ее
алгебры наблюдаемых не изменяются с течением
времени. Диссипативные процессы в открытых кван-
товых системах могут приводить к обнулению неко-
торых коммутаторов алгебры наблюдаемых, что ин-
терпретируется как частичная потеря системой кван-
товых свойств, т.е. частичному переходу от кван-
тового поведения к классическому [5]. В работах
[6–9] диссипативные процессы в открытых кванто-
вых системах анализируются с точки зрения контрак-
ций, приводящих к изменению их алгебраических
свойств. Метод контракций групп (алгебр) Ли хоро-
шо известен в физике [10–12]. С точки зрения физи-
ческих приложений контракция группы (алгебры) со-
ответствует рассмотрению того или иного предель-
ного случая физической системы, имеющей симмет-

23



Известия Коми научного центра УрО РАН. № 4(44). Серия «Физико-математические науки». Сыктывкар, 2020

рию, описываемую этой группой (алгеброй). В част-
ности, предельные переходы типа Кэли–Клейна в
унитарных алгебрах Ли su(2) и su(3) использова-
лись для изучения высокоэнергетического поведе-
ния стандартной модели взаимодействия элемен-
тарных частиц [13].

В данной работе мы рассматриваем так назы-
ваемые диагональные контракции специальных уни-
тарных алгебр малых размерностей su(2) и su(3).
Самые общие диагональные преобразования полу-
чаются при умножении каждого генератора алгеб-
ры на свой контракционный параметр с последую-
щим анализом условий, гарантирующих сохранение
алгебраической структуры при стремлении парамет-
ров к нулю. Основное содержание работы связано с
выявлением допустимых контракций алгебры su(3).
Случай алгебры su(2) хорошо известен и приведен
для полноты рассмотрения.

1. Контракции алгебры su(2)

Специальная унитарная алгебра su(2) в фун-
даментальном представлении генерируется опера-
торами

X∗
1 =

(
0 1
1 0

)
, X∗

2 =

(
0 −i
i 0

)
,

X∗
3 =

(
1 0
0 −1

)
(1)

с коммутационными соотношениями

[X∗
1 , X

∗
2 ] = 2iX∗

3 , [X∗
2 , X

∗
3 ] = 2iX∗

1 ,

[X∗
3 , X

∗
1 ] = 2iX∗

2 . (2)

Матрица общего вида из алгебры su(2) такова

su(2) ∋ u = w12X
∗
1 + v12X

∗
2 + u11X

∗
3 =

=

(
u11 w12 − iv12

w12 + iv12 −u11

)
, (3)

где u11, w12, v12 ∈ R.
Контракция — это отображение алгебры

(здесь su(2)) в алгебру того же типа (здесь su(2; ε)),
но с другими коммутационными соотношениями.

Общее диагональное преобразование генера-
торов

X1 = ε1X
∗
1 , X2 = ε2X

∗
2 , X3 = ε3X

∗
3 (4)

приводит к коммутаторам

[X1, X2] =
ε1ε2
ε3

2iX3, [X2, X3] =
ε2ε3
ε1

2iX1,

[X3, X1] =
ε1ε3
ε2

2iX2, (5)

которые образуют алгебру su(2; ε), если при ε → 0
конечны все пределы

lim
εk→0

ε1ε2
ε3

<∞, lim
εk→0

ε1ε3
ε2

<∞, lim
εk→0

ε2ε3
ε1

<∞.

(6)

Условия (6) выполняются автоматически, если
положить ε1 = ε̂2ε̂3, ε2 = ε̂1ε̂3, ε3 = ε̂1ε̂2. Тогда ком-
мутаторы (5) равны

[X1, X2] = ε̂232iX3, [X2, X3] = ε̂212iX1,

[X3, X1] = ε̂222iX2, (7)

а матрица общего положения из алгебры su(2; ε)
имеет вид

su(2; ε) ∋ u(ε) = w12X1 + v12X2 + u11X3 =

=

(
ε̂1ε̂2u11 ε̂3(ε̂2w12 − ε̂1iv12)

ε̂3(ε̂2w12 + ε̂1iv12) −ε̂1ε̂2u11

)
.

(8)
Рассмотрим возможные контракции унитарной

алгебры su(2).
1. Одномерные контракции ε̂k = ε → 0, k =

1, 2, 3 приводят к алгебре со структурой полупрямой
суммы u1 T2, где коммутативная подалгебра T2 на-
тягивается на разные генераторы при разных k, а
именно: T2(X2, X3), k = 1, T2(X1, X3), k = 2,
T2(X1, X2), k = 3, а одномерная подалгебра u1 по-
рождается оставшимся генератором.

2. Контрактированная по двум параметрам
алгебра имеет две структуры полупрямой суммы
u1 T2. При ε̂k ̸= 0 коммутативные подалгебры
равны T2(Xk, Xm) и T2(Xk, Xn), где k,m, n =
1, 2, 3, k ̸= m ̸= n.

3. Отметим еще тривиальную контракцию, ко-
гда все параметры стремятся к нулю ε̂k = ε →
0. Она приводит к коммутативной абелевой алгеб-
ре su(2; ε) = T3(Xk, k = 1, 2, 3) = u1(X1) ⊕
u1(X2)⊕ u1(X2) со структурой прямой суммы одно-
мерных подалгебр.

Канонические контракции Кэли–Клейна [12,13]
реализуются при ε3 = ε1ε2. В терминах параметров
ε̂k они получаются при ε̂3 = 1.

2. Общие (диагональные) контракции алгебры
Ли su(3)

Специальная унитарная алгебра su(3) харак-
теризуется генераторами t∗k = 1

2λ
∗
k, k = 1, 2, . . . 8,

где λ∗k матрицы Гелл–Манна видa

λ∗1 =

(
0 1 0
1 0 0
0 0 0

)
, λ∗2 =

(
0 −i 0
i 0 0
0 0 0

)
,

λ∗4 =

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
, λ∗5 =

(
0 0 −i
0 0 0
i 0 0

)
,

λ∗6 =

(
0 0 0
0 0 1
0 1 0

)
, λ∗7 =

(
0 0 0
0 0 −i
0 i 0

)
,

λ∗3 =

(
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
, λ∗8 =

1√
3

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2

)
.

(9)
Структурные константы c∗γα,β , описывающие комму-
тационные соотношения этих матриц [λα, λβ ] =
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γ c

∗γ
α,βλγ , антисимметричны по всем индексам и

равны

1

2
c∗312 = c∗714 = c∗624 = c∗725 = c∗534 = c∗763 = c∗651 =

=
1√
3
c∗845 =

1√
3
c∗867 = 1. (10)

Общее диагональное преобразование генера-
торов алгебры su(3) (чтобы не учитывать числовые
коэффициенты, мы используем матрицы λk вместо
tk)

λk = εkλ
∗
k, k = 1, 2, . . . 8 (11)

порождает преобразование структурных постоянных
c∗γαβ алгебры su(3)

cγαβ =
εαεβ
εγ

c∗γαβ , α, β, γ = 1, 2, . . . 8, (12)

что приводит к коммутаторам, представленным в
таблице 1, где обозначено

(+) = (
ε4ε5
ε8

√
3λ8 +

ε4ε5
ε3

λ3),

(−) = (
ε6ε7
ε8

√
3λ8 −

ε6ε7
ε3

λ3). (13)

Генераторы (11) образуют алгебру su(3; ε), ес-
ли при стремлении к нулю всех или некоторых кон-
тракционных параметров εk → 0 все структурные
константы остаются конечными

lim
εk→0

εαεβ
εγ

<∞, ∀α, β, γ = 1, 2, . . . 8. (14)

Матрица общего вида из фундаментального
представления алгебры su(3; ε)

su(3; ε) ∋ u(ε) = w12λ1 + v12λ2 + w13λ4 + v13λ5+

+w23λ6 + v23λ7 + wλ3 + vλ8 =

=

 ε3w + ε8
v√
3

ε1w12 − ε2iv12
ε1w12 + ε2iv12 ε8v − ε3w
ε4w13 + ε5iv13 ε6w23 + ε7iv23

ε4w13 − ε5iv13
ε6w23 − ε7iv23

−ε8 2v√
3

 ≡

(
u11 ū21 ū31
u21 u22 ū32
u31 u32 u33

)
(15)

эрмитова u(3; ε)† = u(3; ε) и имеет нулевой след
Tru(3; ε) = 0 при любых значениях контракционных
параметров εk, т.е. она сохраняет основные свой-
ства специальной унитарной алгебры.

1. По аналогии со случаем алгебры su(2) вве-
дем вместо параметров εk их произведения по пра-
вилу:

ε3,8 = 1, ε1,2 = ε̂1ε̂3, ε6,7 = ε̂2ε̂3, ε4,5 = ε̂1ε̂2,
(16)

что приводит к матрицам вида

u(ε) =

(
u11 ε̂1ε̂3ū21 ε̂1ε̂2ū31

ε̂1ε̂3u21 u22 ε̂2ε̂3ū32
ε̂1ε̂2u31 ε̂2ε̂3u32 u33

)
, (17)

где черта обозначает комплексное сопряжение, а
также к коммутационным соотношениям, представ-
ленным в таблице 2, где использованы обозначения

λ̃3 =
1

2
(
√
3λ8 − λ3), λ̃8 =

1

2
(λ8 +

√
3λ3). (18)

Как и в случае алгебры su(2), канонические контрак-
ции Кэли–Клейна [12,13] получаются при ε̂3 = 1.

1-A. При однопараметрической контракции
ε̂1 = ε→ 0 алгебра имеет структуру

su(3; ε) =
(
su2(λ̃3, λ6, λ7; ε̂2ε̂3)⊕

⊕u1(λ̃8)
)
T4(λ1, λ2, λ4, λ5), (19)

где su2(λ̃3, λ6, λ7; ε̂2ε̂3) – унитарная, u1(λ̃8) – одно-
мерная, а T4(λ1, λ2, λ4, λ5) – коммутативная подал-
гебры.

При ε̂2 = ε → 0 получаем структуру контрак-
тированной алгебры

su(3; ε) =
(
su2(λ1, λ2, λ3; ε̂1ε̂3)⊕

⊕u1(λ8)
)
T4(λ4, λ5, λ6, λ7). (20)

Предел ε̂3 = ε → 0 приводит к алгебре с ана-
логичной структурой

su(3; ε) =
(
su2(λ4, λ5λ̃8; ε̂1ε̂2)⊕

⊕u1(λ3)
)
T4(λ1, λ2, λ6, λ7), (21)

но подалгебры генерируются другими образующими.
1-В. При ε̂1,2 = ε → 0 структура дважды кон-

трактированной алгебры может быть представлена в
виде

su(3; ε) =

=
(
T2(λ3, λ8) T2(λ1, λ2)

)
T4(λ4, λ5, λ6, λ7) =

=
(
T2(λ3, λ8) T2(λ6, λ7)

)
T4(λ1, λ2, λ4, λ5).

(22)
Двухпараметрическая контракция ε̂1,3 = ε →

0 дает алгебру со структурой

su(3; ε) =

=
(
T2(λ3, λ8) T2(λ4, λ5)

)
T4(λ1, λ2, λ6, λ7) =

=
(
T2(λ3, λ8) T2(λ6, λ7)

)
T4(λ1, λ2, λ4, λ5).

(23)
Контракция ε̂2,3 = ε → 0 приводит к алгебре

со строением
su(3; ε) =

=
(
T2(λ3, λ8) T2(λ6, λ7)

)
T4(λ1, λ2, λ4, λ5) =

=
(
T2(λ3, λ8) T2(λ4, λ5)

)
T4(λ1, λ2, λ6, λ7).

(24)
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Òàáëèöà 1
Êîììóòàòîðû àëãåáðû su(3) ïðè îáùåì äèàãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ãåíåðàòîðîâ

Table 1
Commutators of the algebra su(3) under general diagonal transformation of generators

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8
λ1 0 ε1ε2

ε3
2iλ3 −ε1ε3

ε2
2iλ2

ε1ε4
ε7
iλ7 −ε1ε5

ε6
iλ6

ε1ε6
ε5
iλ5 −ε1ε7

ε4
iλ4 0

λ2 · 0 ε2ε3
ε1

2iλ1
ε2ε4
ε6
iλ6

ε2ε5
ε7
iλ7 −ε2ε6

ε4
iλ4 −ε2ε7

ε5
iλ5 0

λ3 · · 0 ε3ε4
ε5
iλ5 −ε3ε5

ε4
iλ4 −ε3ε6

ε7
iλ7

ε3ε7
ε6
iλ6 0

λ4 · · · 0 i(+) ε4ε6
ε2
iλ2

ε4ε7
ε1
iλ1 −ε4ε8

ε5
i
√
3λ5

λ5 · · · · 0 −ε5ε6
ε1
iλ1

ε5ε7
ε2
iλ2

ε5ε8
ε4
i
√
3λ4

λ6 · · · · · 0 i(−) −ε6ε8
ε7
i
√
3λ7

λ7 · · · · · · 0 ε7ε8
ε6
i
√
3λ6

λ8 · · · · · · · 0

Òàáëèöà 2
Êîììóòàòîðû àëãåáðû su(3) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ãåíåðàòîðîâ (16)

Table 2
Commutators of the algebra su(3) under the transformation of generators (16)

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8
λ1 0 ε̂21ε̂

2
32iλ3 −2iλ2 ε̂21iλ7 −ε̂21iλ6 iε̂23λ5 −iε̂23λ4 0

λ2 · 0 2iλ1 ε̂21iλ6 ε̂21iλ7 −iε̂23λ4 −iε̂23λ5 0
λ3 · · 0 iλ5 −iλ4 −iλ7 iλ6 0

λ4 · · · 0 ε̂21ε̂
2
22iλ̃8 ε̂22iλ2 ε̂22iλ1 −i

√
3λ5

λ5 · · · · 0 −ε̂22iλ1 ε̂22iλ2 i
√
3λ4

λ6 · · · · · 0 ε̂22ε̂
2
32iλ̃3 −i

√
3λ7

λ7 · · · · · · 0 i
√
3λ6

λ8 · · · · · · · 0

1-С. В случае ε̂1,2,3 = ε → 0 отличны от нуля
только коммутаторы

[λ1, λ3] = −2iλ2, [λ2, λ3] = 2iλ1, [λ3, λ4] = iλ5,

[λ3, λ5] = −iλ4, [λ3, λ6] = −iλ7, [λ3, λ7] = iλ6,

[λ4, λ8] = −i
√
3λ5, [λ5, λ8] = i

√
3λ4,

[λ6, λ8] = −i
√
3λ7, [λ7, λ8] = i

√
3λ6 (25)

и алгебра приобретает структуру полупрямой суммы
двух коммутативных подалгебр

su(3; ε) = T2(λ3, λ8) T6(λk, k ̸= 3, 8). (26)

2. Все εk = ε, кроме одной из списка
(1, 2, 4, 5, 6, 7). Пусть ε1 = 1, тогда матрица имеет
вид

u(ε) =

(
εu11 w12 − iεv12 εū31

w12 + iεv12 εu22 εū32
εu31 εu32 εu33

)
.

(27)
При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ1, λ2] = 2iλ3, [λ1, λ3] = −2iλ2, [λ1, λ4] = iλ7,

[λ1, λ5] = −iλ6, [λ1, λ6] = iλ5, [λ1, λ7] = −iλ4,
(28)

а алгебра приобретает структуру полупрямой суммы

su(3; ε) = u1(λ1) T7(λk, k = 2, 3, ...8). (29)

Более того, если все εk = ε, кроме одного εm = 1,
то при контракции ε → 0 алгебра имеет структуру
полупрямой суммы вида

su(3; ε) = u1(λm) T7(λk, k = 1, 2, ..., 8, k ̸= m).
(30)

3. Пусть ε2,5,7 = 1, а ε1,3,4,6,8 = ε. Этим пара-
метрам отвечает матрица вида

u(ε) =

(
εu11 εw12 − iv12 εw13 − iv13

εw12 + iv12 εu22 εw23 − iv23
εw13 + iv13 εw23 + iv23 εu33

)
.

(31)
При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ1, λ2] = 2iλ3, [λ1, λ5] = −iλ6, [λ1, λ7] = −iλ4,
[λ2, λ3] = 2iλ1, [λ2, λ4] = iλ6, [λ2, λ5] = iλ7,

[λ2, λ6] = −iλ4, [λ2, λ7] = −iλ5, [λ3, λ5] = −iλ4,

[λ3, λ7] = iλ6, [λ4, λ5] = i(λ3+
√
3λ8), [λ4, λ7] = iλ1,

[λ5, λ6] = −iλ1, [λ5, λ7] = iλ2, [λ5, λ8] = i
√
3λ4,

[λ6, λ7] = i(
√
3λ8 − λ3), [λ7, λ8] = i

√
3λ6, (32)

а алгебра приобретает структуру полупрямой суммы
подалгебры su2 и коммутативной подалгебры

su(3; ε) = su2(λ2, λ5, λ7) T5(λ1, λ3, λ4, λ6, λ8).
(33)
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4. Пусть ε1,2,4,5,6,7 = ε, ε3,8 = ε2, тогда мат-
рица имеет вид

u(ε) =

 ε2u11 εū21 εū31
εu21 ε2u22 εū32
εu31 εu32 ε2u33

 . (34)

При ε→ 0 отличны от нуля только три коммутатора

[λ1, λ2] = 2iλ3, [λ4, λ5] = 2iλ̃8, [λ6, λ7] = 2iλ̃3
(35)

и алгебра имеет структуру

su(3; ε) = T2(λ4, λ7)(
H3(λ1, λ2, λ3)⊕ T3(λ5, λ6, λ8)

)
, (36)

где H3 – алгебра Галилея (Гейзенберга).
5. Пусть ε4,5,6,7 = ε, ε1,2,3,8 = ε2, тогда мат-

рица имеет вид

u(ε) =

 ε2u11 ε2ū21 εū31
ε2u21 ε2u22 εū32
εu31 εu32 ε2u33

 . (37)

При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ4, λ5] = 2iλ̃8, [λ4, λ6] = [λ5, λ7] = iλ2,

[λ4, λ7] = [λ6, λ5] = iλ1, [λ6, λ7] = 2iλ̃3. (38)

В контрактированной алгебре выделяются под-
алгебры Галилея (Гейзенберга) H3(λ4, λ5, λ̃8),
H3(λ6, λ7, λ̃3) и коммутативная подалгебра
T2(λ1, λ2), которые приводят к структуре

su(3; ε) =

= H3(λ4, λ5, λ̃8)
(
H3(λ6, λ7, λ̃3)⊕ T2(λ1, λ2

)
=

= H3(λ6, λ7, λ̃3)
(
H3(λ4, λ5, λ̃8)⊕ T2(λ1, λ2

)
.

(39)
5-1. Пусть ε1,2,4,5 = ε, ε6,7,3,8 = ε2, тогда мат-

рица имеет вид

u(ε) =

 ε2u11 εū21 εū31
εu21 ε2u22 ε2ū32
εu31 ε2u32 ε2u33

 . (40)

При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ1, λ2] = 2iλ3, [λ1, λ4] = [λ2, λ5] = iλ7,

[λ5, λ1] = [λ2, λ4] = iλ6, [λ4, λ5] = 2iλ̃8. (41)

Контракция алгебры приводит к структурам

su(3; ε) =

= H3(λ1, λ2, λ3)
(
H3(λ4, λ5, λ̃8)⊕ T2(λ6, λ7

)
=

= H3(λ4, λ5, λ̃8)
(
H3(λ1, λ2, λ3)⊕ T2(λ6, λ7

)
.

(42)

5-2. Пусть ε1,2,6,7 = ε, ε4,5,3,8 = ε2, тогда мат-
рица имеет вид

u(ε) =

 ε2u11 εū21 ε2ū31
εu21 ε2u22 εū32
ε2u31 εu32 ε2u33

 . (43)

При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ1, λ2] = 2iλ3, [λ1, λ6] = [λ7, λ2] = iλ5,

[λ7, λ1] = [λ6, λ2] = iλ4, [λ6, λ7] = 2iλ̃3. (44)

Контракция алгебры приводит к структурам

su(3; ε) =

= H3(λ1, λ2, λ3)
(
H3(λ6, λ7, λ̃3)⊕ T2(λ4, λ5

)
=

= H3(λ6, λ7, λ̃3)
(
H3(λ1, λ2, λ3)⊕ T2(λ4, λ5

)
.

(45)
6. Пусть ε3,4,5,6,7,8 = ε, ε1,2 = ε2, тогда мат-

рица имеет вид

u(ε) =

(
εu11 ε2ū21 εū31
ε2u21 εu22 εū32
εu31 εu32 εu33

)
. (46)

При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ4, λ6] = [λ5, λ7] = iλ2, [λ4, λ7] = [λ6, λ5] = iλ1.
(47)

Контрактированная алгебра имеет структуры

su(3; ε) = T2(λ4, λ5) T6(λ1, λ2, λ3, λ6, λ7, λ8) =

= T2(λ6, λ7) T6(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ8) =

= T4(λ6, λ7, λ3, λ8) T4(λ1, λ2, λ4, λ5). (48)

6-1. Пусть ε1,2,3,4,5,8 = ε, ε6,7 = ε2, тогда мат-
рица имеет вид

u(ε) =

(
εu11 εū21 εū31
εu21 εu22 ε2ū32
εu31 ε2u32 εu33

)
. (49)

При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ1, λ4] = [λ2, λ5] = iλ7, [λ5, λ1] = [λ2, λ4] = iλ6.
(50)

Контрактированная алгебра имеет структуры

su(3; ε) = T2(λ1, λ2) T6(λ3, λ4, λ5, λ6, λ7, λ8) =

= T2(λ4, λ5) T6(λ1, λ2, λ3, λ6, λ7, λ8) =

= T4(λ4, λ5, λ3, λ8) T4(λ1, λ2, λ6, λ7). (51)

6-2. Пусть ε1,2,3,6,7,8 = ε, ε4,5 = ε2, тогда мат-
рица имеет вид

u(ε) =

(
εu11 εū21 ε2ū31
εu21 εu22 εū32
ε2u31 εu32 εu33

)
. (52)

При ε→ 0 отличны от нуля коммутаторы

[λ1, λ6] = [λ7, λ2] = iλ5, [λ7, λ1] = [λ6, λ1] = iλ4.
(53)

Контрактированная алгебра имеет структуры

su(3; ε) = T2(λ1, λ2) T6(λ3, λ4, λ5, λ6, λ7, λ8) =
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= T2(λ6, λ7) T6(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ8) =

= T4(λ6, λ7, λ3, λ8) T4(λ1, λ2, λ4, λ5). (54)

7. Тривиальная контракция: все εk = ε. В пре-
деле ε→ 0 получаем коммутативную абелеву алгеб-
ру со структурой прямой суммы одномерных подал-
гебр

u(3; ε) = T8(λ1, . . . , λ8) =

8∑
k=1

⊕u1(λk). (55)

3. Заключение

Чисто алгебраически специальная унитарная
алгебра su(3), которая имеет 3 нулевых коммутато-
ра из общего числа 28, допускает следующие кон-
тракции.

1. Все однопараметрические контракции 1-А
приводят к структуре (su2 ⊕ u1) T4, но подалгебры
порождаются разными генераторами (19)–(21). Они
дают в итоге 9 нулевых коммутаторов.

Двухпараметрические контракции 1-В дают
структуру (T2 T2) T4 с коммутативными подалгеб-
рами, натянутыми на разные генераторы (22)–(24).
Контрактированные алгебры имеют по 14 нулевых
коммутаторов.

Контракция по трем параметрам 1-С порож-
дает полупрямую сумму коммутативных подалгебр
T2 T6 (26). У контрактированной алгебры есть 18 ну-
левых коммутаторов.

2. Контракция: все εk = ε, кроме εm = 1 дает
структуру u1 T7 (29), (30) и 22 нулевых коммутатора.

3. Контракция: ε2,5,7 = 1, остальные εk = ε
сообщает алгебре строение su2 T5 (33) и обеспечи-
вает 11 нулевых коммутаторов.

4. Контракция: ε3,8 = ε2, остальные εk = ε да-
ет алгебре структуру T2 (H3⊕T3) (36) и 25 нулевых
коммутаторов.

5. Контракции 5: ε1,2,3,8 = ε2, 5-1: ε6,7,3,8 = ε2,
5-2: ε4,5,3,8 = ε2, остальные εk = ε, приводят к
структуре H3 (H3 ⊕ T2) с различными подалгебра-
ми (39)–(45). Контрактированные алгебры имеют по
22 нулевых коммутатора.

6. Контракции 6: ε1,2 = ε2, 6-1: ε6,7 = ε2, 6-2:
ε4,5 = ε2, остальные εk = ε порождают структуры
T2 T6 или T4 T4 (48)–(54). Во всех случаях контрак-
тированные алгебры имеют по 24 нулевых коммута-
тора.

7. Абелева контракция: все εk = ε приводит к
коммутативной алгебре T8, у которой все 28 комму-
таторов нулевые, а ее структура представляет собой
прямую сумму одномерных подалгебр (55).

Следует иметь в виду, что когда речь идет о
приложениях контракций групп (алгебр) Ли в физи-
ческих системах, то в них могут реализовываться не
все алгебраически допустимые контракции, посколь-
ку конкретная физическая система имеет свои спе-
цифические свойства и эти свойства должны сохра-
няться при контракциях.
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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ îòêðûòàÿ êâàí-
òîâàÿ ñèñòåìà, âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ îêðóæàþ-
ùåé ñðåäîé òåïëîâûì è ýëåêòðîìàãíèòíûì îáðà-
çîì. Â ðåçóëüòàòå òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïåð-
âîíà÷àëüíî íåêîììóòèðóþùèå êâàíòîâûå íàáëþ-
äàåìûå â ïðîöåññå ýâîëþöèè ÷àñòè÷íî ïðèîáðåòà-
þò êëàññè÷åñêèå ÷åðòû, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìå-
íåíèè (êîíòðàêöèè) èõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíî-
øåíèé îò su(2) äî àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà, à ñèñòåìà
ñòàíîâèòñÿ íåêîãåðåíòíîé. Ïðè êîìáèíèðîâàííîì
òåïëîâîì è ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñòâèè ñè-
ñòåìû ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé íàáëþäàåìûå òåðÿþò
êâàíòîâûå ñâîéñòâà è ñòàíîâÿòñÿ ÷èñòî êëàññè÷å-
ñêèìè êîììóòèðóþùèìè íàáëþäàåìûìè. Îäíàêî
ñèñòåìà ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî êîãåðåíòíî-
ñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
äèññèïàòèâíûå êâàíòîâûå ñèñòåìû, àëãåáðà íà-
áëþäàåìûõ, êóáèò, êîãåðåíòíîñòü, êîíòðàêöèè
àëãåáð Ëè
Abstract

A two-level open quantum system interacting with
the environment in a thermal and magnetic manner
is considered. As a result of thermal interaction,
initially non-commuting quantum observables in the
process of evolution partially acquire classical fea-
tures, which is manifested in the change (contrac-
tion) of their commutation relations from su(2) to
the Heisenberg algebra, and the system becomes in-
coherent. With the combined thermal and magnetic
interaction of the system with the environment, the
observables lose their quantum properties and be-
come purely classical commuting observables. How-
ever, the system retains the coherence property.

Keywords:
dissipative quantum systems, algebra of observables,
qubit, coherence, contractions of Lie algebras

•
Введение

Основной сложностью создания квантовых
компьютеров является быстрая декогеренция кван-
товых состояний открытых систем [1–3]. Диссипа-
тивные процессы в открытых квантовых системах с
точки зрения контракций анализируются в работах
[4–7]. Возможность сохранения когерентности откры-
тых систем, по-видимому, демонстрирует нам приро-
да на примере явлений фотосинтеза [8–11]. В дан-
ной работе мы приводим пример эволюции кубита,
взаимодействующего с открытой системой, но сохра-
няющего когерентность. Все коммутаторы алгебры
наблюдаемых при этом обнуляются, демонстрируя
классическое поведение.

Известно, что диссипативная эволюция матри-
цы плотности кубита

ρ =
1

2

(
1 + z x− iy
x+ iy 1− z

)
(1)

описывается уравнением Линдблада [1,2,5]

ρ̇ =
i

~

[
ρ, Ĥ

]
+

+
∑
k

(
VkρV

+
k − 1

2

{
V +
k Vk, ρ

})
, (2)
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или для наблюдаемых σi

σ̇i =
i

~

[
Ĥ, σi

]
+

+
∑
k

(
V +
k σiVk − 1

2

{
V +
k Vk, σi

})
. (3)

Двухуровневая система в тепловом поле

Квантовая двухуровневая система [1] характе-
ризуется наблюдаемыми σx, σy, σz с коммутацион-
ными соотношениями

[σx, σy] = 2iσz, [σy, σz] = 2iσx,

[σz, σx] = 2iσy, (4)

образующими алгебру su(2).
Рассмотрим двухуровневую систему в тепло-

вом поле [6,12]. Обозначим оператор перехода из ос-
новного состояния |0⟩ в возбужденное |1⟩ как A+ =
σ+ = |1⟩⟨0|, а оператор перехода из верхнего состо-
яния в основное — через A = σ− = |0⟩⟨1|.

Пусть уравнение Линдблада содержит только
диссипативную часть (H = 0, V = A), тогда вместо
(2) имеем

ρ̇ =
γ

2
(n+ 1)

(
2σ−ρσ+ − {σ+σ−, ρ}

)
+

+
γn

2

(
2σ+ρσ− − {σ−σ+, ρ}

)
, (5)

где

σ± =
1

2
(σx ± iσy), n =

1

exp
(~ω0

kT

)
− 1

. (6)

Здесь ~ω0 – разность уровней энергии основного и
возбужденного состояний, γ – константа взаимодей-
ствия, T – температура окружающей среды.

Переписывая уравнение (5) в терминах пере-
менных x, y, z, получаем систему уравнений

ẋ = −γ
(
n+

1

2

)
x,

ẏ = −γ
(
n+

1

2

)
y,

ż = −γ(1 + (2n+ 1)z),

(7)

решения которой имеют вид
x(t) = e−γ(n+ 1

2)tx0,

y(t) = e−γ(n+ 1
2)ty0,

z(t) = e−γ(1+2n)t

(
z0 +

1

1 + 2n

)
+ zs,

(8)

где zs = −(1 + 2n)−1. С учетом (6), имеем zs = −1
при нулевой температуре T = 0 окружающей среды,
что соответствует основному состоянию системы |0⟩

с матрицей плотности ρ = |0⟩⟨0| =
(

0 0
0 1

)
. При

возраcтании температуры T → ∞ получаем zs →

0, что соответствует полностью смешанному состоя-

нию системы ρ = 1
2(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨1|) = 1

2

(
1 0
0 1

)
.

Формулы (8) при t→ ∞ описывают эволюцию
кубита. Поскольку в процессе эволюции x и y → 0, то
матрица плотности (1) диагонализируется, что соот-
ветствует потере кубитом когерентности. Траектории
эволюции кубита изображены на рис.1.

x

y

y

z

zs

-1

0

Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè ýâîëþöèè êóáèòà (8) â ïëîñêîñòÿõ
(x, y) è (y, z).
Fig. 1. Evolution trajectories of a qubit (8) in the planes
(x, y) and (y, z).

Что касается наблюдаемых системы, то урав-
нение (3) перепишется

σ̇i =
γ

2
(n+ 1)

(
2σ+σi σ− − {σ+σ−, σi}

)
+

+
γ

2
n
(
2σ−σi σ+ − {σ−σ+, σi}

)
. (9)

Для наблюдаемых σx, σy, σz оно принимает вид
σ̇x = −γ

(
n+

1

2

)
σx,

σ̇y = −γ
(
n+

1

2

)
σy,

σ̇z = −γI− γ(2n+ 1)σz

(10)

и имеет решения

σx(t) = e−γ(n+ 1
2)tσx,

σy(t) = e−γ(n+ 1
2)tσy,

σz(t) = e−γ(1+2n)t
(
σ3 +

I

1 + 2n

)
− I

1 + 2n

(11)

с коммутационными соотношениями

[σx, σy]t = 2i

(
σz +

I

1 + 2n

(
1− e−γ(2n+1)t

))
,

[σy, σz]t = 2ie−γtσx, [σz, σx]t = 2ie−γtσy. (12)

Переобозначая σ3 → σ3 + I
1+2n в пределе t → ∞

имеем алгебру Гейзенберга.

[σx, σy]∞ = 2iσz,

[σy, σz]∞ = 0, [σz, σx]∞ = 0.
(13)

Таким образом, в результате теплового взаи-
модействия кубита с окружающей средой первона-
чально некоммутирующие квантовые наблюдаемые
σx, σy, σz (4) в процессе эволюции частично приоб-
ретают классические черты, что проявляется в изме-
нении (контракции) их коммутационных соотношений
до алгебры Гейзенберга.
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Двухуровневая система в тепловом
и электромагнитном полях

Добавим теперь в правую часть уравнения (5)
гамильтониан взаимодействия с когерентным элек-
тромагнитным полем

HI = hσx. (14)

Уравнение Линдблада (2) преобразуется в систему
уравнений

ẋ = −γ
(
n+

1

2

)
x,

ẏ = −γ
(
n+

1

2

)
y − 2hz,

ż = −γ(1 + (2n+ 1)z) + 2hy.

(15)

Эта система имеет предельную точку типа узел с ко-
ординатами

xs = 0,

ys =
4hγ

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
,

zs = − γ2(2n+ 1)

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
.

(16)

Решения системы (15) описываются формулами

x(t) = e−γ(n+ 1
2)tx0,

y(t) = (y0 − ys)
(
C+e

−λ−t − C−e
−λ+t

)
+

+
2h(z0 − zs)√

γ2
(
n+ 1

2

)2 − 16h2

(
e−λ−t − e−λ+t

)
+ ys,

z(t) = (z0 − zs)
(
C+e

−λ+t − C−e
−λ−t

)
+

+2h(y0 − ys)
(
e−λ+t − e−λ−t

)
+ zs, (17)

где

C± =
γ
(
n+ 1

2

)
±
√
γ2
(
n+ 1

2

)2 − 16h2

2

√
γ2
(
n+ 1

2

)2 − 16h2
,

λ± =
3

2
γ

(
n+

1

2

)
± 1

2

√
γ2
(
n+

1

2

)2

− 16h2.

(18)
Соответствующие траектории эволюции кубита изоб-
ражены на рис.2.

x

y

ys

y

z

zs

ys

Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèè ýâîëþöèè êóáèòà (15) â ïëîñêî-
ñòÿõ (x, y) è (y, z).
Fig.2. Evolution trajectories of a qubit (15) in the
planes (x, y) and (y, z).

Уравнения для наблюдаемых в этом случае
имеют вид

σ̇x = −γ
(
n+

1

2

)
σx,

σ̇y = −γ
(
n+

1

2

)
σy − 2aσz,

σ̇z = −γ(I + (2n+ 1)σz) + 2aσy,

(19)

а решения даются выражениями

σx(t) = e−γ(n+ 1
2)tσx,

σy(t) =

(
σy −

4hγ

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
I

)
×

×
(
C+e

−λ−t − C−e
−λ+t

)
+

2h√
γ2
(
n+ 1

2

)2 − 16h2
×

×
(
σz +

γ2(2n+ 1)

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
I

)(
e−λ−t − e−λ+t

)
+

+
4hγ

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
I,

σz(t) =

(
σz +

γ2(2n+ 1)

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
I

)
×

×
(
C+e

−λ+t − C−e
−λ−t

)
+

+2h

(
σy −

4hγ

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
I

)
×

×
(
e−λ+t − e−λ−t

)
−

− γ2(2n+ 1)

γ2(2n+ 1)2 + 8h2
I. (20)

В пределе t → ∞ алгебра наблюдаемых ста-
новится абелевой

[σx, σy]∞ = [σy, σz]∞ = [σz, σx]∞ = 0. (21)

Таким образом, в результате теплового и
электромагнитного взаимодействия двухуровневой
квантовой системы с окружающей средой первона-
чально некоммутирующие квантовые наблюдаемые
σx, σy, σz (4) в процессе эволюции теряют квантовые
свойства и становятся чисто классическими коммути-
рующими наблюдаемыми. Однако система при этом
сохраняет свойство когерентности.

Авторы выражаютблагодарность А.А. Кара-
банову за плодотворные обсуждения.
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Àííîòàöèÿ

Äàííàÿ ñòàòüÿ – ïðîäîëæåíèå ðàáîòû [1], â êîòî-
ðîé èçó÷àëîñü íåêîòîðîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñïè-
íîðíîé ñòðóêòóðû íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ñ íó-
ëåâûì êëàññîì Øòèôåëÿ-Óèòíè w2, ïîçâîëÿþ-
ùåå ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå îðèåíòèðîâàí-
íûå ðàññëîåíèÿ (íå òîëüêî c w2 = 0). Òàêîå îáîá-
ùåíèå áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî ðàíüøå â ðàáî-
òå àâòîðà [2], ãäå îíî ïîñëóæèëî îäíèì èç èí-
ñòðóìåíòîâ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû êëàññèôè-
êàöèè äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ îäíîñâÿçíûõ øåñòè-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â âûøåóïîìÿíóòîé çàìåò-
êå [1] ýòà êîíñòðóêöèÿ èçó÷àëàñü íåñêîëüêî áî-
ëåå ïîäðîáíî, â íàñòîÿùåé æå ðàáîòå óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ äàëüíåéøèå ñâîéñòâà òàêèõ ñòðóêòóð,
â ÷àñòíîñòè, çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ãðóïïû áîðäèçìîâ (óæå èñïîëüçîâàâøèåñÿ â
ðàáîòå [2]) è âûÿñíÿåòñÿ èõ ñâÿçü ñî «ñêðó÷åííû-
ìè ñïèíîðíûìè áîðäèçìàìè» â ðàáîòå Ì.Êðåêà è
Ñ.Øòîëüöà [3].

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
ãîìîòîïèÿ, âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, ïîëóñïèíîðíàÿ
ñòðóêòóðà, ðàçëè÷àþùèé êëàññ, ãðóïïà áîðäèç-
ìîâ
Abstract

This paper is a sequel to the note [1], where a cer-
tain generalization of the notion of spin structure
on a vector bundle with zero w2 Stiefel-Whitney
class, to the case of all oriented vector bundles (with
whatever w2), has been given. This generalization
was actually introduced much earlier in the author’s
work [2], where it served as one of the instruments
in the proof of classification theorem for all closed
simply connected 6-manifolds. In the above-men-
tioned note [1] this construction has been considered
in more detail; the present paper gives further prop-
erties of such structures (functorial properties; dif-
ference class and its properties; twisted Spin struc-
tures and trivialisations on the 1-skeleton; etc.). In
particular, we consider the corresponding bordism
groups (having been used already in [1]), and es-
tablish their connection with «twisted spin bordism
groups» used by M.Kreck and S.Stolz in [3].

Keywords:
homotopy, vector bundle, twisted Spin structure, dif-
ference class, bordism group

•
Введение

Как уже было сказано в аннотации, данный
текст является продолжением и развитием замет-
ки автора [1], поэтому вводимые ниже соглашения
и обозначения в основном повторяют (с некоторы-
ми модификациями) то, что было сказано там. То
же относится и к вспомогательным результатам – мы
приводим необходимыеформулировки из работы [1],
опуская соответствующие доказательства; общеиз-
вестные факты приводятся без указания ссылок.

1. Обозначения и терминология

1.1. Пространства и отображения
Термин «пространство» всюду понимается в

смысле «паракомпактное хаусдорфово топологиче-
ское пространство»; во многих случаях это будет
конечный CW -комплекс или многообразие. «Мно-
гообразие» означает «ориентированное компактное
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гладкое многообразие» (с краем или без края).
«Отображение» означает «непрерывное отображе-
ние».

Для любых множествX,Y проекции их декар-
това произведения X ×Y на X и Y обозначаются
как pr1 и pr2, соответственно.

1.2. Гомотопии и гомотопии гомотопий
Гомотопия между двумя отображениями

f, g :X→Y (мы будем говорить «гомотопия из f
в g») – это, как всегда, отображение

H : X × [0, 1] → Y

с H(x, 0)= f(x) и H(x, 1)= g(x); все это будем ко-
ротко записывать в виде H : f→ g, а вместо H(x, t)
будем также писать Ht(x). Если H,H ′ : f→ g – две
гомотопии, то гомотопией междуH иH ′ называется
отображение G : X × [0, 1]2 с

G(x, t, s) =


Ht(x) при s = 0;

H ′
t(x) при s = 1;

f(x) при t = 0;

g(x) при t = 1.

(1)

Можно, таким образом, сказать, что гомотопия меж-
ду двумя отображениями из пространства X в про-
странство Y – это путь в пространствеC(X,Y ) отоб-
ражений изX в Y , а гомотопия гомотопий – это гомо-
топия такого рода пути с фиксированными началом
и концом. Факт гомотопности как двух отображений
f, g, так и двух гомотопий H,K мы будем обозна-
чать одинаковым образом – соответственно, f ∼ g
и H ∼K.

Мы рассмотрим один специальный случай, ко-
гда нетрудно сформулировать условие гомотопности
двух гомотопий на языке стандартной теории препят-
ствий. Пусть пространство X снабжено структурой
CW -комплекса, а Y – пространство Эйленберга-Ма-
клейна K(π, n) с n> 2. Пара гомотопий H,H ′ меж-
ду двумя отображениями f, g :X→K(π, n) – это,
по существу, отображение пары «цилиндров» вида
X × [0, 1] со склеенными между собой верхними и
нижними основаниями:

H H ′ H H ′

Иначе говоря, это отображение X ×S1→K(π, n)
(наша пара «цилиндров» может быть представле-
на в виде X ×S1

l и X ×S1
r , где S

1
l и S1

r обознача-
ют две взаимно дополнительные – «левую» и «пра-
вую» – полуокружности, см. еще раз рисунок вы-
ше). Теперь заметим, что «продеформировать гомо-
топию H в гомотопию H ′» в таких терминах озна-
чает: продеформировать соответствующее отобра-
жение H̃ :X ×S1 →K(π, n) в отображение вида
H̃ ◦P , где P :S1 →S1

r – ортогональная проекция
окружности на «правую полуокружность»; при этом

предполагается, что «правая половина» отображе-
ния H̃ остается в процессе деформации постоянной.
Стандартная теория препятствий говорит, что соот-
ветствующее (в данном случае единственное) пре-
пятствие к такой деформации – это относительный
класс когомологий

o(H̃, H̃◦P ) ∈ Hn(X × S1, X × S1
r ;π).

Остается лишь заметить, что факторпространство
X ×S1/X ×S1

r или, что то же,X × [0, 1]/X ×{0, 1}
– не что иное как надстройка ΣX над пространством
X с двумя отождествлёнными точками (или, что го-
мотопически то же, букет ΣX ∨ S1). Пользуясь изо-
морфизмом надстройки, окончательно получаем

o(H,H ′) ∈ Hn−1(X;π). (2)

1.3. Векторные расслоения
Векторное расслоение везде означает «ори-

ентированное векторное расслоение». Таким обра-
зом, n-мерное векторное расслоение ξ – это пара
пространств Eξ, Bξ и отображение pξ:Eξ→Bξ, ло-
кально изоморфное (с сохранением ориентаций сло-
ёв) проекции U×Rn→U , где U – некоторая окрест-
ность любой точки пространстваBξ; как обычно, про-
странство Bξ называется базой расслоения ξ, про-
странство Eξ – тотальным пространством, отоб-
ражение pξ – проекцией, а ориентированные вектор-
ные пространства Fξ,x=p

−1
ξ (x)⊂Eξ, x ∈ Bξ, – слоя-

ми над соответствующими точками базы.
Пусть ξ = (Eξ, Bξ, pξ) – векторное рассло-

ение, A⊂Bξ – подпространство базы и Y – про-
извольное пространство. Мы обозначаем через ξ|A
«сужение» расслоения ξ на подпространство A –
расслоение с базой A, тотальным пространством
E1 = p−1

ξ A и проекцией p1 = pξ|E1. Мы обозначаем
через ξ×Y «произведение» расслоения ξ на про-
странство Y – расслоение с базой Bξ ×Y , тоталь-
ным пространством Eξ ×Y и проекцией pξ◦pr1.

1.4. Послойные изоморфизмы и индуциро-
ванные расслоения

Пусть ξ, η – два расслоения. Послойный изо-
морфизм f : ξ→ η – это любое отображениеEξ→Eη,
переводящее каждый слой Fξ,x в некоторый слой
Fη,y, при этом каждое сужение f |Fξ,x представля-
ет собой сохраняющий ориентации линейный изо-
морфизм; мы будем использовать выражения «по-
слойный изоморфизм f : ξ→ η» и «послойный изо-
морфизм f :Eξ →Eη» как синонимы. Ясно, что вся-
кий послойный изоморфизм f :Eξ →Eη определяет
отображение g :Bξ →Bη; мы будем говорить, что f
– «изоморфизм над g». Если при этом Bξ =Bη =B
и g – тождественное отображение, то f называется
«изоморфизмом над B», или же просто изоморфиз-
мом. В дальнейшем мы будем систематически ис-
пользовать для отображения Bξ→Bη, соответству-
ющего послойному изоморфизму f : ξ→ η, обозначе-
ние fB .

Пусть ξ – векторное расслоение и g :X→Bξ

– некоторое отображение. В этом случае возника-
ет новое расслоение g∗ξ с базой X – расслоение,
индуцированное посредством отображения g – чье
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тотальное пространство определяется как подмно-
жество декартова произведения X ×Eξ, заданное
уравнением g(x)= pξ(y) для любых (x, y)∈X ×Eξ.
При этом имеется канонический послойный изомор-
физм gE : g∗ξ→ ξ над g, действующий по формуле
gE(x, y)= (g(x), y).

Пусть, наконец, мы имеем опять послойный
изоморфизм f : ξ→ η. Согласно сказанному выше, в
этой ситуации возникает третье расслоение, а имен-
но расслоение f∗Bη над Bξ, и мы получаем «тавто-
логический» изоморфизм s : ξ→ f∗Bη. Обратно, для
любых расслоений ξ, η, отображения g :Bξ →Bη и
изоморфизма s : ξ→ g∗η формула f = gE◦s дает по-
слойный изоморфизм ξ→η над g. Таким образом, мы
можем сказать, что всякий послойный изоморфизм
ξ→η – не что иное как пара (g, s), состоящая из отоб-
ражения g :Bξ →Bη и изоморфизма s : ξ→ g∗η.

Замечание. Полезно иметь в виду, что всякий изо-
морфизм ξ→η над пространством B можно рас-
сматривать как сечение (нелинейного) расслоения
Iso(ξ, η), слой которого над каждой точкой x∈B –
множество всех сохраняющих ориентации изомор-
физмов Fξ,x →Fη,x, что при выборе каких-нибудь
базисов в ориентированных векторных простран-
ствах Fξ,x и Fη,x превращается в GL+(n) – груп-
пу невырожденных квадратных матриц порядка n.
Как хорошо известно, всякое (конечномерное) рас-
слоение может быть снабжено евклидовой метрикой,
вследствие чего можно рассматривать «евклидов»
вариант расслоения Iso(ξ, η) – со слоем SO(n).

1.5. Классифицирующие пространства
для векторных расслоений

Через BSO(n) обозначается классифицирую-
щее пространство для n-мерных векторных рас-
слоений (пространство Грассмана ориентированных
n-мерных плоскостей в бесконечномерном евкли-
довом пространстве R∞), а через γSO(n) – соот-
ветствующее универсальное векторное расслоение
над BSO(n). Таким образом, для любого n-мерного
векторного расслоения ξ найдется послойный изо-
морфизм f : ξ → γSO(n), имеющий в некотором
гомотопическом смысле «контролируемую неодно-
значность» (см. ниже пункт 3).

Предполагается, что размерности всех рас-
сматриваемых далее векторных расслоений не ме-
нее трех, и что базы этих расслоений являются
конечными CW -комплексами (последнее, конечно,
не относится к универсальным расслоениям, таким
как BSO(n)). Мы будем часто опускать обозначение
размерности расслоения, если эта размерность под-
разумевается, и писать просто BSO, γSO и т. д.

Через K(Z2, 2) обозначается универсальное
пространство Эйленберга-Маклейна типа (Z2, 2) и
через κ – соответствующий универсальный (Z2, 2)-
когомологический класс. Пусть

π : BSO → K(Z2, 2) (3)

– отображение, индуцирующее изоморфизм 2-мер-
ных гомотопических групп (фактически отображе-
ние (3) – то, что называется «гомотопическая 3-экви-
валентность», поскольку индуцирует изоморфизмы

гомотопических групп в размерностях 1, 2 и 3). Оче-
видно, π∗(κ)=w2(γSO) – «универсальный» двумер-
ный класс Штифеля-Уитни. Пользуясь хорошо из-
вестной конструкцией, мы можем превратить отоб-
ражение (3) в расслоение Серра, заменив простран-
ствоBSO на ему гомотопически эквивалентное (и со-
хранив при этом те же обозначения); будем счи-
тать это расслоение раз навсегда фиксированным.
Слой расслоения (3) будет обозначаться далее че-
рез BSpin, расслоение i∗γSO над пространством
BSpin, индуцированное естественным вложением
i :BSpin →BSO – через γSpin, и соответствующее
тотальное пространство – черезESpin. Как известно,
BSpin(n) – это классифицирующее пространство для
n-мерных спинорных расслоений, и соответственно
γSpin(n) – универсальное n-мерное спинорное рас-
слоение.

2. Spin(θ)-структуры: определение

Пусть имеется векторное расслоение ξ и отоб-
ражение θ :Bξ →K(Z2, 2). Мы называем Spin(θ)-
структурой на расслоении ξ (варианты – спинор-
ной структурой над θ, полуспинорной структу-
рой) гомотопический класс послойных изоморфиз-
мов f : ξ→ γSO, удовлетворяющих коммутативной
диаграмме

Bξ
fB //

θ
��5

55
55

55
BSO

π
����
��
��
��

K(Z2, 2)

. (4)

Мы будем далее называть отображения Bξ →BSO,
удовлетворяющие вышеприведённой коммутатив-
ной диаграмме, и гомотопии таких отображений,
соответственно отображениями и гомотопиями
«над θ».
Замечание. Подчеркнем, что в вышеприведенном
определении диаграмма (4) должна быть строго
коммутативной (а не «гомотопически коммутатив-
ной»).
Замечание. В случае, когда θ :Bξ →K(Z2, 2) – по-
стоянное отображение (отображение в точку), мы,
очевидно, получаем гомотопический класс послой-
ных изоморфизмов f : ξ→γSpin – одно из стандарт-
ных определений классической Spin-структуры.

3. Некоторые вспомогательные результаты

Приведенные здесь формулировки частично
хорошо известны или повторяют имеющиеся в рабо-
те [1] (в этих случаях мы ограничиваемся краткими
пояснениями).
Теорема 1. Для любого пространства X , рас-
слоения ξ и гомотопных друг другу отображений
f, g :X → Bξ индуцированные расслоения f∗ξ и g∗ξ
изоморфны между собой; более того, каждой гомо-
топии H : f→ g соответствует однозначно опре-
деленный гомотопический класс изоморфизмов из
f∗ξ в g∗ξ, зависящий только от гомотопического
класса этой гомотопии.
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Это утверждение – легкое следствие теоре-
мы о структуре векторных расслоений над цилиндра-
ми [4, Теорема 3.4.3]. На «неформальном» уровне
можно сказать, что изоморфизмы индуцированных
расслоений, о которых идёт речь в этой теореме, по-
лучаются в результате «продолжения по непрерыв-
ности».

Если обозначить множество гомотопических
классов изоморфизмов ξ→ η (с Bξ =Bη) через
Isoh(ξ, η), а множество гомотопических классов го-
мотопий из f в g (пустое множество, если отобра-
жения f, g не гомотопны) – через [f, g], то утвержде-
ние теоремы 1 можно переформулировать следую-
щим образом:

Для любого расслоения ξ, пространстваX и
отображений f, g :X → Bξ определено отображе-
ние

[f, g] → Isoh(f
∗ξ, g∗ξ). (5)

Для конкретной гомотопии H : f→ g мы будем обо-
значать сооответствующий изоморфизм f∗ξ→ g∗ξ
(точнее соответствующий класс изоморфизмов) че-
рез H̃ .
Теорема 2. Всякое n-мерное векторное рассло-
ение над пространством X изоморфно рассло-
ению f∗γSO(n) для некоторого отображения
f :X→BSO(n).

Это, конечно, хорошо известно. Доказатель-
ство см., например, в [4, глава 3, следствие 5.6].
Теорема 3. (а) Для отображений f, g :X→BSO

и изоморфизма s : f∗γSO → g∗γSO найдется гомо-
топия из f в g, индуцирующая гомотопический
класс [s]∈ Isoh(f

∗γSO, g
∗γSO).

(б) Если две гомотопии между отображения-
ми f, g :X→BSO индуцируют одинаковые (или го-
мотопные) изоморфизмы f∗γSO → g∗γSO, то эти
две гомотопии гомотопны между собой.

Доказательство см. [1, теоремы 4 и 6].
Замечание. Теорему 3 можно сформулировать так:

Для любых (гомотопных друг другу) отобра-
жений f, g :X→BSO отображение (5) биективно.

4. Spin(θ)-структуры: классификация

4.1. Существование Spin(θ)-структуры
Очевидно, что из коммутативной диаграм-

мы (4) с необходимостью вытекает соотношение

θ∗(κ) = w2(ξ), (6)

что и является необходимым условием существова-
ния Spin(θ)-структуры на расслоении ξ. Обратно,
пусть выполнено соотношение (6). Выберем отобра-
жение g :Bξ →BSO, накрываемое послойным изо-
морфизмом ξ→ γSO (см. п. 1.5). Тогда мы можем на-
писать

θ∗(κ) = w2(ξ) = f∗B(w2) = g∗π∗(κ) = (π ◦ g)∗(κ).
Равенство θ∗(κ)= (π ◦ g)∗(κ) означает, что отобра-
жения θ и π◦g гомотопны друг другу. Применив к
отображению g «принцип накрывающей гомотопии»,
получим отображение g′ : Bξ → BSO с π ◦ g′ = f , а

вследствие теоремы 1 отображение g′ также накры-
вается послойным изоморфизмом ξ→ γSO.

4.2. Условие совпадения двух Spin(θ)-
структур

Пусть gi :Bξ →BSO, si : ξ→ g∗i γSO, i=1, 2 –
представители двух Spin(θ)-структур на заданном
расслоении ξ. Напомним, что пара отображений{

g :Bξ →BSO

s : ξ→ g∗γSO
,

– то же, что послойный изоморфизм ξ→ γSO

(см. п.1.4). Мы будем Spin(θ)-структуру, представ-
ленную парой (g, s) такого вида, т.е. соответствую-
щий гомотопический класс диаграмм (4), обозначать
через [g, s]. Заметим, что отображения g1 и g2 здесь
заведомо гомотопны между собой в силу теоремы 3
и, более того, согласно этой же теореме такая гомо-
топия между g1 и g2 определена, в свою очередь с
точностью до гомотопии, условием

H̃ ◦ s1 ∼ s2 (7)

(если угодно, это условие можно записать и в виде
s2 ◦ s−1

1 ∈ H̃).
Теорема 4. Spin(θ)-структуры [g1, s1] и [g2, s2]
совпадают в том и только том случае, если су-
ществует гомотопия H : g1 → g2 (не обязательно
«гомотопия над θ»), удовлетворяющая следующим
двум условиям:

(1) H̃ ◦ s1 ∼ s2;
(2) H ∼ H ′, где H ′ – некоторая гомотопия

«над θ».

Доказательство. 1. Необходимость условий 1 и 2 –
это прямое следствие определений. Действительно,
утверждение «[g1, s1] = [g2, s2]», в силу определения
Spin(θ)-структуры (§ 2), означает, что существует го-
мотопия H : g1 → g2 «над θ», накрываемая гомото-
пией s1→ s2; соотношение (1) – просто другой спо-
соб это записать. Что касается соотношения (2), то
мы просто полагаем H ′ = H .

2. Доказательство достаточности столь же
элементарно. Пусть условия 1 и 2 выполнены. Тогда
мы имеем H̃ ′ ◦ s1∼ H̃ ◦ s1 ввиду условия (2), и даль-
нейшее очевидно.

4.3. Различающий класс для Spin(θ)-
структур

Мы будем предполагать с этого момента, что
пространство Bξ линейно связно (общий случай бу-
дет получаться как очевидное «покомпонентное»
объединение). Пусть A = [g1, s1] и B = [g2, s2] –
пара Spin(θ)-структур на расслоении ξ. Таким обра-
зом, мы имеем коммутативную диаграмму

Bξ
g1 --
g2 22
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(8)

и изоморфизмы si : ξ → g∗i γSO.
Как мы видели в п.4.2, существует гомотопиче-

ски однозначно определенная гомотопияH : g1 → g2,
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заданная условием (7). Взяв композицию этой гомо-
топии с отображением π, мы получаем гомотопию

D = π◦H : B × [0, 1] → K(Z2, 2)

с D0 =D1= θ. Ясно, что H является «гомотопией
над θ» в том и только том случае, когда ее «проек-
ция» D – постоянная гомотопия

Dθ = θ ◦ pr1 : B × [0, 1] → K(Z2, 2).

Мы назовём препятствие o(D,Dθ) ∈ H1(Bξ;Z2)
для деформации гомотопии D в постоянную го-
мотопию Dθ (см. п.1.2) различающим классом для
Spin(θ)-структур A,B и обозначаем этот класс че-
рез δ(A,B).

Следующая теорема без труда доказывается
с помощью результатов п. 4.2 и «принципа накрыва-
ющей гомотопии».
Теорема 5. 1) Для любых Spin(θ)-структурA,B из
δ(A,B) = 0 следует A = B;

2) Для любой Spin(θ)-структуры A и любо-
го класса d ∈ H1(Bξ;Z2) найдется такая Spin(θ)-
структура B, что δ(A,B) = d;

3) Для любых Spin(θ)-структур A,B,C име-
ет место равенство δ(A,B) + δ(B,C) = δ(A,C).

Введем следующее обозначение: для всякого
расслоения ξ над пространством X , и всякого отоб-
ражения θ : X → K(Z2, 2), множество всех Spin(θ)-
структур на ξ обозначается SPIN(ξ, θ). Из доказан-
ной выше теоремы вытекает:
Следствие 1. Множество SPIN(ξ, θ) является аф-
финным пространством над группойH1(Bξ;Z2); в
частности, мощность этого множества равна 2b,
где b – одномерное Z2-число Бетти простран-
ства Bξ.

4.4. Множества SPIN(ξ, θ) как функторы
Предположим, что в дополнение к диаграм-

ме (4), задающей Spin(θ)-структуру A= [g, s], мы
имеем еще одно отображение θ′ :Bξ →K(Z2, 2),
плюс некоторую гомотопию H : θ→ θ′:

Bξ g 22
? --

θ′

��
θ

!!

BSO(k)

π
����
��
��
��

K(Z2, 2)

.

Согласно «принципу накрывающей гомотопии», уже
много раз здесь применявшемуся, мы можем взять
некоторую (конечно, неединственную) «накрываю-
щую гомотопию» H ′ : g→ g′. При этом отображе-
ние g′, как нетрудно видеть, оказывается опреде-
ленным с точностью до гомотопии «над θ′» и, та-
ким образом, мы получаем корректно определенную
Spin(θ′)-структуру A′= [g′, s′].

Полученное отображение

H∗ : SPIN(ξ, θ) → SPIN(ξ, θ′) (9)

зависит только от гомотопического класса гомотопии
H : θ→ θ′. Таким образом, мы имеем (для всякого
расслоения ξ) гомотопически инвариантный функтор
из категории отображений Bξ →K(Z2, 2) (с гомото-
пиями в качестве морфизмов) в категорию конечных

множеств; при этом все морфизмы как в одной кате-
гории, так и в другой, оказываются изоморфизмами
(все гомотопии, очевидно, обратимы, а значит, все
индуцированные отображения (9) – биекции).

5. Spin(θ)-структуры на полиэдрах

5.1. Сужения Spin(θ)-структур на дву-
мерные остовы

Хорошо известно, что обычная Spin-структу-
ра на расслоении, базой которого является поли-
эдр (или CW -комплекс), может быть задана как го-
мотопический класс тривиализаций расслоения на
одномерном остове, продолжаемых на двумерный
остов. Отсюда следует, что Spin-структура одно-
значно определяется своим сужением на двумерный
остов. Оказывается, что аналогичное утверждение
верно и для рассматриваемых здесь Spin(θ)-струк-
тур.
Теорема 6. Пусть имеется векторное расслое-
ние ξ над полиэдром (или CW -комплексом) X , и
некоторое отображение θ :X→K(Z2, 2). Всякая
Spin(θ)-структура на ξ определяется своим суже-
нием на X(2) – двумерный остов пространства X .

Доказательство. Пусть A= [g1, s1], B= [g2, s2] –
две Spin(θ)-структуры на расслоении ξ (см. п. 4.2).
Пусть A′, B′ – естественные сужения A и B на рас-
слоение ξ′ = ξ|X(2). Предположим, что имеет место
равенство A′ =B′. Нетрудно убедиться, что в этом
случае оказывается и A=B. В самом деле, в силу
естественности определения различающего класса
(п. 4.3), мы имеем равенство

δ(A′, B′) = i∗δ(A,B),

где i : X(2) → X – отображение включения. Но
очевидно, что гомоморфизм i∗ :H1(X)→H1(X(2))
является для любых X изоморфизмом, поэтому из
δ(A′, B′)= 0 следует, что и δ(A,B)= 0.

Следствие 2. Отображение сужения

SPIN(ξ, θ) → SPIN(ξ′, θ′)

является биекцией.

Доказательство. Данные множества равномощны
(следствие 1), поэтому всякая инъекция – автомати-
чески биекция.

6. Spin(θ)-структуры и группы бордизмов

6.1. Группы Spin(θ)-бордизмов
Для отображения θ :X→K(Z2, 2) мы введем

категорию объектов вида (M,f,A), где M – неко-
торое многообразие, f :M→X – отображениe и A
– Spin(θ ◦ f )-структура на «стабильном» нормаль-
ном расслоении νM многообразияM . В данном слу-
чае слово «стабильный» в применении к нормально-
му расслоению означает, что размерность расслое-
ния достаточно велика, а именно не менее чем раз-
мерность многообразия M (а также не менее трёх).
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Как хорошо известно, такое нормальное расслое-
ние можно считать корректно определенным (во вся-
ком случае с точностью до некоторого «гомотопи-
чески тривиального» класса послойных изоморфиз-
мов) и во всяком случае мы имеем определенный
с точностью до гомотопии послойный изоморфизм
νM→ γSO.

Для любого объекта (M,f,A) можно опре-
делить его «край» ∂(M,f,A) – объект вида
(∂M, f ′, A′), где f ′ и A′ обозначают соответству-
ющие сужения. Возникающие в результате это-
го группы бордизмов мы обозначаем Ωspin

n (X; θ);
класс бордизмов объекта (M,f,A) обозначается
[M,f,A].

Пусть θ′ – другое отображение X→K(Z2, 2)
в том же гомотопическом классе, что и θ. Как след-
ствие сказанного в п. 4.4, мы имеем изоморфизм

Ωspin
n (X; θ) → Ωspin

n (X; θ′),

зависящий от выбора гомотопии H : θ→ θ′. Мож-
но сказать, таким образом, что группы Ωspin

n (X; θ)
с точностью до автоморфизма не зависят от вы-
бора отображения θ в его гомотопическом клас-
се; иначе говоря, они зависят только от класса
w= θ∗(κ)∈H2(X;Z2). По этой причине в работе [2]
было принято обозначение Ωspin

n (X;w).
6.2. О работе М.Крека и С.Штольца [3]
Авторы данной работы вводят, в качестве

технического средства, другой способ определения
«скрученных Spin-бордизмов», формально отлич-
ный от изложенного выше. Именно, пусть имеется
пространство X и расслоение α над X . В этой си-
туации рассматриваются группы бордизмов, образо-
ванные тройками (M,f,A), где f :M→X – произ-
вольное отображение и A – спинорная структура на
расслоении νM ⊖ f∗α; эти группы обозначаются че-
рез Ωspin

n (X;α).
Напомним теперь, что Spin-структура опре-

деляется своим сужением на 2-мерный остов базы
расслоения (в данном случае расслоения νM ⊖ f∗α

над M ). Но, как нетрудно видеть, расслоение над
2-мерным пространством определяется, с точно-
стью до изоморфизма, отображением в простран-
ство K(Z2, 2) (являющееся «гомотопической ап-
проксимацией» для пространства BSO до раз-
мерности 3). Это позволяет отождествить груп-
пы Ωspin

n (X;α) с нашими группами Ωspin
n (X;w)

с w=w2(α)∈H2(X;Z2).

Ëèòåðàòóðà

1. Æóáð À.Â. Ïîëóñïèíîðíûå ñòðóêòóðû // Èçâå-
ñòèÿ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ. 2019. ¹ 3(39). Ñ. 8–
12.

2. Zhubr A.V. Closed simply connected 6-manifolds:
the proofs of classification theorems //
St.Petersburg Math. J. 2001. Vol. 12. No. 4.
P. 605–680.

3. Kreck M., Stolz S. Some nondiffeomorphic
homeomorphic homogeneous 7-manifolds with
positive sectional curvature // J. Differential
Geometry. 1991. Vol. 33. P. 465–486.

4. Husemoller D. Fibre bundles // Springer–
Verlag, 1993 (3rd edition). 356 p.

References

1. Zhubr A.V. Poluspinornyye struktury [Semi-
spinal structures] // Proc. of the Komi Sci. Cen-
tre, Ural Branch, RAS. 2019. No. 3(39). P. 8–
12.

2. Zhubr A.V. Closed simply connected 6-mani-
folds: the proofs of classification theorems //
St.Petersburg Math. J. 2001. Vol. 12. No. 4.
P. 605–680.

3. Kreck M., Stolz S. Some nondiffeomorphic
homeomorphic homogeneous 7-manifolds with
positive sectional curvature // J. Differential
Geometry. 1991. Vol. 33. P. 465–486.

4. Husemoller D. Fibre bundles // Springer–Ver-
lag, 1993 (3rd edition). 356 p.

Статья поступила в редакцию 05.10.2020.

39



Известия Коми научного центра УрО РАН. № 4(44). Серия «Физико-математические науки». Сыктывкар, 2020

ÓÄÊ 519.2
DOI 10.19110/1994-5655-2020-4-40-44

À.Í. ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ

Î ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎÉ ÍÎÐÌÅ ÏÐÎÐÅÆÅÍÍÛÕ
ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò
ÔÈÖ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ,

ã. Ñûêòûâêàð
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè,

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé
óíèâåðñèòåò, ã. Ìîñêâà

tikhomirov@ipm.komisc.ru

A.N. TIKHOMIROV

ON THE SPECTRAL NORM OF SPARSE
RECTANGULAR RANDOM MATRICES
Institute of Physics and Mathematics,

Federal Research Centre Komi Science Centre,
Ural Branch, RAS,

Syktyvkar
Higher School of Economics,

National Research University, Moscow

Àííîòàöèÿ

Ìû äîêàçûâàåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ñïåêòðàëü-
íîé íîðìû m× n (n 6 m) ïðÿìîóãîëüíîé ñëó÷àé-
íîé ìàòðèöû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
åå ýëåìåíòîâ èìååò êîíå÷íûé ìîìåíò ïîðÿäêà 4+δ
è ýëåìåíòû ìàòðèöû óñå÷åíû íà óðîâíå (np)1/2−κ,
ãäå κ > 0 è çàâèñèò îò δ. Ñèìâîë p îçíà÷àåò âåðî-
ÿòíîñòü ïðîðåæèâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
âûáîðî÷íàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, ïðîðåæåí-
íàÿ ìàòðèöà, íàèáîëüøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî, ñëó-
÷àéíàÿ ìàòðèöà
Abstract

We prove an upper bound for the spectral norm of
n×m (n 6 m) of a rectangular random matrix under
the assumption that the distribution of matrix ele-
ments has a finite moment of order 4+δ (δ > 0) and
the elements are truncated at the level (np)1/2−κ,
where κ > 0 and depends on δ. Here p denotes the
probability of sparsity.

Keywords:
sample covariance matrix, sparse matrix, largest sin-
gular value, random matrix

•
Introduction and the main result

Let m = m(n), m > n. Consider indepen-
dent zero mean random variables Xjk, 1 6 j 6 n,
1 6 k 6 m with EX2

jk = 1 and independent of that
Bernoulli random variables ξjk, 1 6 j 6 n, 1 6 k 6 m
with Eξjk = pn. In addition suppose that npn → ∞ as
n → ∞. Then we put p = pn. Consider the sequence
of random matrices

X = (ξjkXjk)16j6n,16k6m. (1)

We denote the non-zero singular values of the matrixX
by s1 > · · · > sn and define the sample covariance
matrixW = XX∗.

Let y = y(n) = n
m . We are interesed in esti-

mating the maximal singular value s1 (or spectral norm)
of matrix X. The problem of estimating the norm of a
random matrix arises in many applications. This topic
has been studied by many authors. The case of Wigner
matrices or sample covariance matrices has been suffi-
ciently studied. See, for example, the work of Rudelson
and Vershynin [1] and the literature to it. Sparse matri-
ces with pn → 0 when n → ∞ take a special place.
Our motivation for studing the largest singular value of
a sparse random matrix is related to the proof of local
laws for sparse covariance matrices with ”heavy tailed”
entries.

The main result of our paper is the following
Theorem 1. Let EXjk = 0 and E|Xjk|2 = 1. Let’s
assume that

E|Xjk|4+δ 6 C0 <∞,

for any j, k > 1 and for some δ > 0. Suppose that there
exists a positive constant B, such that

npn > B log
2
κ n,

where κ = δ
2(4+δ) . Additionally assume that

|Xjk| 6 C1(npn)
1
2−κ. (2)
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Then for every Q > 1 there exists a constant C =
C(Q, δ, C0, C1), such that

Pr{ s1 > C
√
np
√
log n} 6 Cn−Q, (3)

The estimations of the largest singular value for
sparse covariance matrices like (3) but without factor√
log n, with stricter restrictions of moments, is possible

to find in [2].

Some applications and proof of the main result

To estimate the spectral norm of the matrixX, we
introduce the matrixV

V =

[
O X
X∗ O

]
, (4)

where O denotes a matrix of the corresponding dimen-
sion with zero entries. Note that

V2 =

[
XX∗ O
O X∗X

]
and

TrWs = 2TrV2s.

Let’s consider the estimates of the high order moments
of the matrixV. First we note that for q = 2r + 1

ETrVq = 0.

We investigate q = 2r. Let α2k = 1
nTrV

2k.
Theorem 2. The following inequality holds for r 6
C(np)κ ,

Eα2r 6 np

[ r−1
2 ]∑

s=0

Eα2sα2r−2s−2+

+Cnp
r

(np)κ
E

r−1
r α2r + CE

2r−1
2r α2r.

Corollary 1. Under conditions of Theorem 2, for r 6
C0(np)

κ there exist the constant C1 > 0 depending on
C0 such that the following inequality holds

Eα2r 6 Cr
1r

r(np)r

Proof of Corollary 1 . Let

yr = (np)−
1
2E

1
2rα2r.

Using Young inequality, we can rewrite the result of The-
orem 2 as follows

y2rr 6 1

r

[
4r(1 +

1

(np)κ
)

]r
+

+
1

4
y2rr +

1

r
(4C)2r +

1

4
y2rr .

Here from we get the required.

Corollary 2. There exists an absolute constant C, s.t.
for every t > C,

Pr{s1 > t
√
np
√
log n} 6 exp{−c log t log n}.

Proof of Corollary 2. Note that (np)κ > C logn. We
put r = c log n. It is easy to see that

s1 6 n
1
2rα

1
2r
2r .

Applying Chebyshev’s inequality, we get

Pr{s1 > t
√
np
√
log n} 6 Es2r1

t2r(np)rlogr n
6

6 nEα2r

t2r(np)rlog nr
.

Using Theorem 2, we get

Pr{s1 > t
√
np
√
log n} 6 nCr

t2r
6
(
C

t

)2r

.

Lemma 1.

ETrV2r =

[ r−1
2 ]∑

s=0

(As +Bs) + Zr

where

As =

n∑
j=1

E
[ m∑
k=1

m∑
l=1

XjkξjkXjlξjl×

×
[
(V(j))2s

]
k+n,l+n

][
V2r−2s−2

]
jj
,

Bs =
n∑

j=1

E
[ m∑
k=1

Xjkξjk

[
(V(j))2s+1

]
k+n,j

]
×

×
[
V2r−2s−2

]
j,j
,

Zr =

n∑
j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
(V(j))r−1Vr

]
k+n,j

.

Proof of Lemma 1. We have the following equality

ETrV2r = 2
n∑

j=1

m∑
k=1

EXjkξjk
[
V2r−1

]
k+n,j

Let’s denote the jth column of the matrix V for j =
1, . . . , n byVj . Let

∆j = Vje
T
j + ejV

T
j − 1

√
mp

Xjjeje
T
j

and
V(j) = V −∆j . (5)

Using these notations, we obtain

ETrV2r = C1 + C2,

where

C1 =

n∑
j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
V(j)V2r−2

]
k+n,j

,

C2 =
n∑

j=1

m∑
k=1

EXjkξjk
[
∆jV

2r−2
]
k+n,j

.
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It is straightforward to see that

C2 =
n∑

j=1

m∑
k=1

EX2
jkξjk

[
V2r−2

]
j,j

= A0.

We continue with C1. Using representation (5),
we get

C1 = C11 + C12,

where

C11 =

n∑
j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
(V(j))2V2r−3

]
k+n,j

,

C12 =
n∑

j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
V(j)∆jV

2r−3
]
k+n,j

Next, it is easy to check that

C12 =
n∑

j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
V(j)

]
k+n,j

[
V2r−2

]
j,j

= B0.

Note that
C12 = 0.

We continue with C11. Applying again representation
(5), we get

C11 = C111 + C112,

where

C111 =

n∑
j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
(V(j))3V2r−4

]
k+n,j

,

C112 =
n∑

j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
(V(j))2∆jV

2r−4
]
k+n,j

.

Using the definition of∆j , we get

C112 =

n∑
j=1

m∑
k=1

m∑
l=1

EXjkXjlξjkξjl

[
(V(j))2

]
k+n,l+n

×

×
[
V2r−4

]
j,j

= A2.

Repeating with C111, we get

C111 = B1+

n∑
j=1

m∑
k=1

EXjkξjk

[
(V(j))4V2r−5

]
k+n,j

.

Continuing this procedure, we get the required.

Proof of Theorem 2. We start with the estimation of As,
for s = 1, . . . ,

[
r−1
2

]
. We represent

As = Ãs + Âs,

where

Ãs =
n∑

j=1

E
[ m∑
k=1

X2
jkξjk[(V

(j))2s]k+n,k+n

]
×

× [V2r−2s−2]jj ,

Âs =
n∑

j=1

E
[ m∑
k=1

m∑
l=1,l ̸=k

XjkξjkXjlξjl×

×
[
(V(j))2s

]
k+n,l+n

][
V2r−2s−2

]
jj
.

Further, we continue with Ãs as follows

Ãs = Ã(1)
s + Ã(2)

s ,

where

Ã(1)
s =p

n∑
j=1

E
[ m∑
k=1

[
(V(j))2s

]
k+n,k+n

]
×

×
[
V2r−2s−2

]
jj
,

Ã(2)
s =

n∑
j=1

E
[ m∑
k=1

(X2
jkξjk − p)×

×
[
(V(j))2s

]
k+n,k+n

][
V2r−2s−2

]
jj
.

UsingVkk > 0 andV(j)
kk > 0 for k = 1, . . . , n+m and

interplacing theorem, we get

Ã(1)
s 6 pETrV2sTrV2r−2s−2.

We can rewrite it as
1

n
Ã(1)

s 6 npEα2sα2r−2s−2.

Applying Hölder inequality, we get

|Ã(2)
s | 6

n∑
j=1

E
s−1
r−1

∣∣∣ m∑
k=1

(X2
jkξjk − EX2

jkξjk)×

×
[
(V(j))2s

]
k+n,k+n

∣∣∣ r−1
s−1×

E
r−s−1
r−1

∣∣∣ [V2r−2s−2
]
jj

∣∣∣ r−s−1
r−1

.

Note that for s = 0, . . . , [ r−1
2 ] we have q = r−1

s > 2.
Taking the conditional expectation with respect to V(j)

and applying Rosenthal’s inequality, we get the inequal-
ity

|Ã(2)
s | 6

n∑
j=1

E
1
q

((
qp

m∑
k=1

(
[
(V(j))

2(r−1)
q

]
k+n,k+n

)2) q
2
+

+qqp(np)q−2qκ−2
m∑

k=1

( [
(V(j))

2(r−1)
q

]
k+n,k+n

)q)
×

×E
q−1
q

∣∣∣ [V2(r−1) q
q−1

]
jj

∣∣∣ q
q−1

.
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This implies that

|Ã(2)
s | 6 Γ(1)

s + Γ(2)
s ,

where

Γ(1)
s = C

√
2npq

n∑
j=1

E
1
q

( 1

2n
Tr
(
V(j)

)2(r−1) )
×

×E
q−1
q

∣∣∣ [V2(r−1) q
q−1

]
jj

∣∣∣ q
q−1

,

Γ(2)
s = q(np)1−2κ−1/qn−

1
q×

×
n∑

j=1

E
1
q

( m∑
k=1

([(
V(j)

) 2(r−1)
q

]
k+n,k+n

)q)
×

×E
q−1
q

∣∣∣ [V2(r−1) q
q−1

]
jj

∣∣∣ q
q−1

.

Applying Hölder’s inequality and interlacing theorem, we
get

Γ(1)
s 62

√
npq

(
ETr(V)2(r−1)

)
6

62
√
npqn

1
r

(
ETrV2r

) r−1
r
, (6)

Γ(2)
s 6Cq(np)1−2κ− 1

q n
1
r

(
ETr(V)2(r−1)

)
6

6Cq(np)1−2κ− 1
q n

1
r

(
ETrV2r

) r−1
r
. (7)

Further, we consider Âs. Applying twice Hölder’s in-
equality, we get

Âs 6
( n∑

j=1

E
∣∣∣[ m∑

k=1

m∑
l=1,l ̸=k

XjkξjkXjlξjl×

×
[ (

V(j)
)2s ]

k+n,l+n

]∣∣∣q) 1
q×

×
( n∑

j=1

E
([

V2r−2s−2
]
jj

) q
q−1
) q−1

q
.

Applying inequality for quadratic forms (see [3]), we get

Âs 6 n
1
q

(
Γ̂(1)
s + Γ̂(2)

s + Γ̂(3)
s

) 1
q ×

×
( n∑

j=1

E
([

V2r−2s−2
]
jj

) q
q−1
) q−1

q
,

where

Γ̂(1)
s =qqpqE

( m∑
k=1

m∑
l=1

([
V2s

]
k+n,l+n

)2) q
2
,

Γ̂(2)
s =q

3q
2 p

q
2 (np)

q
2−qκ−2p×

× E
m∑

k=1

( m∑
l=1

([
V2s

]
k+n,l+n

)2) q
2
,

Γ̂(3)
s =q2q(np)q−2κq−4p2

m∑
k=1

m∑
l=1

E
∣∣∣[V2s

]
k+n,l+n

∣∣∣q.

Note that (
Γ̂(1)
s

) 1
q 6 qpE

(
TrV 4s

) 1
2 6

6 qpn
(r−2s)

2r E
(
TrV 2r

) s
r
. (8)

Further,

E
m∑

k=1

( m∑
l=1

([
V2s

]
k+n,l+n

)2) q
2 6 ETrV 2(r−1).

(9)

This implies that(
Γ̂(2)
s

) 1
q 6 q

3
2 p

1
2 (np)

1
2−κ− 1

q
1

n
1
q

(
ETrV 2r

) s
r . (10)

Finally,(
Γ̂(3)
s

) 1
q 6 q2(np)1−2κ− 2

q
1

n
2
q

(
ETrV 2r

) s
r
.

Moreover,( n∑
j=1

E
([

V2r−2s−2
]
jj

) q
q−1

) q−1
q 6

6 n
(q−1)

qr

(
TrV2r

) r−s−1
r

.

Combining the estimates (8)–(10), we get

Âs 6 Cnp(Σ1 +Σ2 +Σ3)
(
ETr(V)2r

) r−1
r
,

where

Σ1 =qn−
1
2+

1
r ,

Σ2 =q
3
2 (np)−

1
2−(κ+ 1

q )n−
1
2+

1
r (1−

s
r−1 ),

Σ3 =
q2

(np)2κ+ 2
q

n
1
r−

2s
r(r−1) .

Summing by s = 1, . . . , [ r−1
2 ], we get

[ r−1
2 ]∑

s=0

Âs 6 Cnpn
1
r

(r log r√
n

+
r

3
2

(np)
1
2+κ√n

+
r2

(np)2κ

)
×

×
(
ETrV2r

) r−1
r
.

Now we estimate Bs. First we note that B0 = 0.
We can assume that s > 1. We representBs in the form

Bs =

n∑
j=1

E
[ m∑
k=1

∑
l=1,l ̸=j

XjlXjkξjlξjk×

×
[ (

V(j)
)2s ]

l+n,k+n

] ([
V2r−2s−2

]
jj

)
.

The estimation of Bs is similar to the estimation of Âs.
We get

[ r−1
2 ]∑

s=0

|Bs| 6 Cnpn
1
r

(
r log r√

n
+

r
3
2

(np)
1
2+κ√n

+
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+
r2

(np)2κ

)(
ETr(V)2r

) r−1
r
.

In conclusion, we estimate Zr. Without loss of
generality, we can assume that r is even. First we write

|Zr| 6
n∑

j=1

m∑
l=1

E
∣∣∣ m∑
k=1

Xjkξjk

[(
V(j)

)r−1
]
k+n,l

∣∣∣×
×
∣∣∣ [Vr]l,j

∣∣∣.
Applying Cauchy inequality, we obtain

|Zr| 6
n∑

j=1

m∑
l=1

E
1
2

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

Xjkξjk

[(
V(j)

)r−1
]
k+n,l

∣∣∣∣∣
2

×

×E
1
2

∣∣Vr]l,j
∣∣2

Taking the conditional expectation and applying Cauchy
inequality again, we get

|Zr| 6
n∑

j=1

(
pE

m∑
l=1

m∑
k=1

∣∣∣ [(V(j)
)r−1

]
k+n,l

∣∣∣2) 1
2×

×
(
E

m∑
l=1

∣∣ [Vr]l,j
∣∣2) 1

2
.

From here it follows that

|Zr| 6 C
√
p

n∑
j=1

(
ETr

[
V(j)

]2r−2 ) 1
2×

×
(
E

m∑
l=1

| [Vr]l,j |
2
) 1

2
.

Taking into account interlacing theorem and applying
Cauchy inequality, we get

|Zr| 6 C
√
npE

1
2Tr[V]2r−2

(
E

n∑
j=1

m∑
l=1

∣∣[Vr]l,j
∣∣2) 1

2 6

6 Cn
1
2r
√
npE

2r−1
2r TrV2r. (11)

Combining inequalities (6), (7), (11), and estimates of
corresponding sums, we get the required.

Proof of Theorem 1. The proof of Theorem 1 follows
now from Corollary 2 by choosing t sufficiently large.
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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîíòàêòíîé çàäà-
÷è íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì âåñîâîé íàãðóçêè
êðóãîâîãî êîëüöà è æåñòêîãî îñíîâàíèÿ. Ïðîáëå-
ìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è âûïóêëîãî êâàäðà-
òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñèëû ðåàêöèè
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
óïðóãàÿ ýíåðãèÿ, êâàäðàòè÷íîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, êîíòàêòíûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ

Abstract

The work deals with the study of the contact problem
of a circular ring under the influence of a weight
load and a rigid base. The problem is reduced to
solving the convex quadratic programming problem.
Solving the dual problem allows one to determine the
reaction forces of the contact interaction.

Keywords:
elastic energy, quadratic programming, dual prob-
lem, contact interactions

•
Введение

Решению контактных задач для гибких эле-
ментов конструкции в настоящее время уделяется
большое внимание. Это вызвано, с одной стороны,
необходимостью расчета все более сложных кон-
струкций, а с другой, – с развитием современных ме-
тодов решения задач, возникающих в теории стерж-
ней, пластин и оболочек с неизвестной областью
активного взаимодействия элементов конструкции,
развитием численных методов, теории оптимизации
и вариационного исчисления. В настоящей работе
рассматривается контактная задача кругового коль-
ца, испытывающего весовую нагрузку и находящего-
ся над жестким основанием. Определяются граница
области активного взаимодействия (область контак-
та) и силы реакции связи, что может оказаться полез-
ным для расчета износостойкости колец.

Некоторые контактные задачи, в том числе и
задачи устойчивости упругих систем при наличии од-
носторонних ограничений на перемещения, и мето-
ды их решений рассмотрены в работе [1-3].

1. Постановка задачи

Представим, что тонкий упругий стержень на-
ходится под действием сил и нагрузки, распределен-
ной по его оси. Введем в точке M на оси стержня
систему координат (x,y,z), ось z направлена по каса-
тельной к оси стержня, оси x и y – по главным осям
инерции поперечного сечения, ds – элемент длины
стержня, s – длина, отсчитываемая от некоторой точ-
ки M0. Пусть точка M движется со скоростью, рав-
ной 1 (dsdt = 1), тогда система координат (x,y,z) будет
вращаться с некоторой угловой скоростью Ω, проек-
ции которой на оси (x,y,z) обозначим через (p,q,r).

В точкеM приложены силы (Vx, Vy, Vz) и мо-
менты (Mx,My,Mz), а также вектор внешней нагруз-
ки (Fx, Fy, Fz). Тогда уравнения равновесия Кирхго-
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фа [4] имеют вид
dVx

ds − rVy + qVz + Fx = 0,
dVy

ds − pVz + rVx + Fy = 0,
dVz

ds − qVx + pVy + Fz = 0.

(1)


dLx

ds − rLy + qLz − Vy = 0,
dLy

ds − pLz + rLx + Vx = 0,
dLz

ds − qLx + pLy = 0.

(2)

В недеформированном (первоначальном) со-
стоянии оси x, y, z обозначим через x0, y0, z0. Соот-
ветствующую угловую скорость – через Ω0 с проек-
циями (p0, q0, r0) на оси (x0, y0, z0) соответственно.

В результате деформации стержня точка M
получает перемещение, проекции которого на оси
(x0, y0, z0) обозначим через (u, v, w). Векторы (p, q,
r) и (p0, q0, r0) характеризуют изменения кривизны
стержня в результате деформации.

Считая деформации малыми, можно записать
уравнение Клебша [4]:

p = p0 + δp, q = q0 + δq, r = r0 + δr,


δp = dα

ds − r0β + q0γ,

δq = dβ
ds − p0γ + r0α,

δr = dγ
ds − q0α+ p0β,

(3)

где (α, β, γ) – косинусы углов между осями (x, y, z) и
(x0, y0, z0).

x y z
x0 1 −α β
y0 α 1 −α
z0 −β α 1

(4)

Углы α, β, γ связаны с перемещением уравне-
ниями: 

β = du
ds + q0w − r0v,

−α = dv
ds + r0u− p0w,

0 = dw
ds + p0v − q0u.

(5)

Считаем, что ось стержня в недеформирован-
ном состоянии представляет собой окружность ради-
уса R. Тогда p0 = 0, q0 = 1

R , r0 = 0, и предполо-
жим, что кольцо нагружено весовой нагрузкой:

Fy = 0, ds = Rdϑ,

ϑ – центральный угол, отсчитываемый от оси ξ, (ξ,
ζ) – некоторая неподвижная система координат (рис.
1), так что координаты точкиM кольца в недеформи-
рованном состоянии определяются формулами:

ξ = R cosϑ, ζ = R sinϑ.

Ðèñ. 1. Êîëüöî ñ âåñîâîé íàãðóçêîé.
Fig. 1. Weighted ring.

В нашем случае деформация кольца плоская,
таким образом, уравнения Кирхгофа-Клебша упро-
щаются.

Уравнения равновесия будут иметь вид:
dVx

ds + qVz + Fx = 0,
dVz

ds − qVx + Fz = 0,
dLy

ds − Vy = 0,

(6)

p = 0, q = q0 + δq, r = 0,

δq =
dβ

ds
, Ly = Bδq, q0 =

1

R
,{

β = du
ds + q0w,

0 = dw
ds − q0u,

(7)

ds = Rdθ, δq =
dβ

ds
, (8)

где B – жесткость стержня при изгибе.
Координаты точек деформированного кольца

определяются уравнениями{
ξ = (R− u) cos θ − w sin θ,

ζ = (R− u) sin θ + w cos θ.
(9)

2. Алгоритм решения контактной задачи

Пусть кольцо находится под жестким препят-
ствием так, что

ζ = (R− u) sin θ + w cos θ ≥ −R. (10)

Наличие неравенства (10) приведет к тому, что силы
Fx и Fz становятся неизвестными и подлежат опре-
делению. Поэтому перейдем к вариационной поста-
новке задачи.

Известно [5,6], что упругая энергия стержня
в квадратичном приближении определяется измене-
нием кривизны (замечая, что ds = Rdθ)

V =
B

2R3

∫ 2π

0

δqdθ =
B

2R3

∫ 2π

0

(u
′′
+ u)2dθ,

и второе уравнение в (7) принимает вид (условие
несжимаемости оси стержня):

u = w′. (11)
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Предположим, что по ободу кольца равномер-
но распределена весовая нагрузка P , направленная
как это показано на рис. 1. Проектируя эту силу на
оси (x, z), получим: Px = P sin θ, Pz = P cos θ. Счи-
тая деформации малыми, работу вешних сил можно
определить формулой

A = P

∫ 2π

0

ζ(θ)dθ = P

∫ 2π

0

(−u sin θ + w cos θ)dθ.

Таким образом, получаем задачу вариацион-
ного исчисления

V −A→ min
u,w

(12)

при выполнении ограничений (10) и условия несжи-
маемости (11).

Для конечномерной аппроксимации предста-
вим w в виде частичной суммы ряда Фурье:

w =
n∑

k=1

yk sin kθ + yk+n cos kθ, θ ∈ [0, 2π]. (13)

Тогда из условия несжимаемости

u =
n∑

k=1

ykk cos kθ − yk+nk sin kθ. (14)

Подставляя (13) и (14) в выражения для упру-
гой энергии и работы внешних сил, учитывая усло-
вие ортогональности тригонометрических функций,
получим

Ṽ =
B

2R3

n∑
j=0

y2j j
2(j2 − 1)2 +

n∑
j=1

y2j+nj
2(j2 − 1)2,

(15)
A = 2πPRyn+1. (16)

Потребуем, чтобы ограничения (10) выполня-
лись в конечном числе точек φj :

φj =

(
3

2
π − π

2

)
+
jπ

M
, j ∈ 1 :M.

Тогда неравенства (10) запишем в виде:
n∑

j=1

yjaj +

n∑
j=1

yj+naj+n + bj ≤ 0, (17)

где

aj = j cos(jφj) sin(φj)− sin(jφj) cos(φj),

aj+n = −j sin(jφj) sin(φj)− cos(jφj) cos(φj),

bj = −R(1 + sin(φj)).

Необходимо исключить перемещение кольца
как жесткого целого в направлении оси ξ. Для этого
потребуем, чтобы

ξ(0) + ξ
(π
2

)
+ ξ(π) + ξ

(
3π

2

)
= 0,

что приводит при n = 10 к равенству:

4z1 + 4z3 + 8z5 + 8z7 + 20z9 + 20z11 + 28z13 +

+28z15 + 36z17 + 36z19 = 0 (18)

или (a0, z) = 0.
Таким образом, получаем задачу выпуклого

квадратичного программирования

V − 2πPRyn+1 → min
y∈R2n

(19)

при ограничениях (17), (18). Без ограничения общно-
сти можно считать B

R = 1. Результаты вычислений
представлены на рис. 2–5.

Ðèñ. 2. Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ êîëüöà ïðè P = 20.
Fig. 2. Ring equilibrium form at P = 20.

Ðèñ. 3. Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ êîëüöà ïðè P = 30.
Fig. 3. Ring equilibrium form at P = 30.

Ðèñ. 4. Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ êîëüöà ïðè P = 40.
Fig. 4. Ring equilibrium form at P = 40.
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Ðèñ. 5. Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ êîëüöà ïðè P = 50.
Fig. 5. Ring equilibrium form at P = 50.

Интересной и практически важной является
задача определения силы реакции контактного вза-
имодействия. Составим функцию Лагранжа для за-
дачи (17)–(19) выпуклого квадратичного программи-
рования

(λ; y) = V (y)−πPRyn+1+
M∑
j=0

λj((aj , y)+bj)+(λ0, a0).

Обозначим через λ = (λ0, λ1, ..., λM ) ∈
RM+1.

Решение задачи (17)–(19) обозначим через y∗.
Для того, чтобы точка y∗ была решением задачи
необходимо и достаточно, чтобы нашелся множи-
тель Лагранжа λ∗ такой, что точка (λ∗, y∗) была сед-
ловой точкой функции Лагранжа на множествеR2n×
Λ,

(λ, y∗) ≤ (λ∗, y∗) ≤ (λ∗, y) (20)

∀y ∈ R2n, λ ∈ Λ,

Λ = {(λ0, λ1, ..., λM ), λj ≥ 0, j ∈ 1 :M.}
Из (20) следует, что

(λ∗, y∗) = max
λ∈Λ

min
y∈R2n

(λ, y) = min
y∈R2n

max
λ∈Λ

(λ, y),

т.е. операции взятия max и min в данном случае пе-
рестановочны.

Введем в рассмотрение матрицу A, строка-
ми которой являются векторы (a0, a1, ..., aM ), диа-
гональную матрицу Q, элементы qij которой име-
ют вид qij = 0 при i ̸== j, qjj = qj+n,j+n =
j2(j2 − 1)2, вектор b0j = 0, j ̸= n + 1, b0,n+1 =
−2πRPyn+1, b = (b0, b1, ..., bM ).

Функция Лагранжа в этих обозначениях опре-
деляется формулой

(λ, y) =
1

2
(Qy, y) + (g, y) + (Ay, λ) + (λ, b),

где gn+1 = −2πPR, gi = 0 при i ̸= n+ 1.
Решение задачи

min
y∈R2n

(λ, y)

имеет вид:

y = y(λ) = −(Q−1g +Q−1ATλ).

Введем в рассмотрение функцию

ϕ(λ) = min
y∈R2n

(λ, y). (21)

Тогда и поиск седловой функции Лагранжа сводится
к задаче квадратичного программирования

ϕ(λ∗) = max
λ∈Λ

ϕ(λ).

Подставляя y(λ) в функцию (λ, y(λ)), находим

ϕ(λ) =
1

2
(Q−1(ATλ+ g), ATλ+ g)−

−(Q−1(ATλ+ g), g)− (Q−1(ATλ+ g), ATλ) +

+(λ, b) =
1

2
(Q−1ATλ,ATλ) + (Q−1ATλ, g) +

+
1

2
(Q−1g, g)− (Q−1ATλ, g)− (Q−1g, g)−

−(Q−1ATλ,ATλ)− (AQ−1g, λ) + (λ, b). (22)

3. Результаты численных экспериментов

Компоненты вектора Λ̃(λ1, ..., λM ) и являются
силой реакции контактного взаимодействия кольца и
жесткого основания. Графики сил реакции приведе-
ны на рис. 6.

(a)

(b)
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(c)

(d)

Ðèñ. 6. Ãðàôèêè ñèëû ðåàêöèè: (a) – ïðè P = 20; (b)
– ïðè P = 30; (c) – ïðè P = 40; (d) – ïðè P = 50.
Fig. 6. Reaction force graphs: (a) – at P = 20; (b) – at
P = 30; (c) – at P = 40; (d) – at P = 50.

Интересной особенностью задачи является
то, что силы реакции контактного взаимодействия но-
сят сосредоточенный характер, т.е. кольцо в окрест-
ности точки Q = 3π

2 отходит от препятствий.

Заключение

В данной работе рассмотрена контактная за-
дача кругового кольца и жесткого основания. Ее ре-
шение сводится к решению задачи квадратичного
программирования. При решении двойственной за-
дачи были определены силы реакции контактного
взаимодействия.
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Àííîòàöèÿ

Èññëåäóåòñÿ âåêòîðíàÿ ÷àñòèöà ñ àíîìàëüíûì
ìàãíèòíûì ìîìåíòîì âî âíåøíåì êóëîíîâñêîì
ïîëå. Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ íàéäåíû äâå
ðàäèàëüíûå ñèñòåìû èç 4 è 6 óðàâíåíèé, ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ÷åòíîñòÿìè P = (−1)j+1

è P = (−1)j. Îáóñëîâëåííûå àíîìàëüíûì ìàãíèò-
íûì ìîìåíòîì ñëàãàåìûå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî â
ñèñòåìå èç 6 óðàâíåíèé, îíà è èññëåäóåòñÿ. ×òîáû
óïðîñòèòü çàäà÷ó, âûïîëíåí ïåðåõîä ê íåðåëÿòè-
âèñòñêîìó ïðèáëèæåíèþ. Äëÿ ñîñòîÿíèé ñ j = 0
âûâåäåíî óðàâíåíèå èç êëàññà äâàæäû âûðîæäåí-
íîãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà. Äëÿ ñîñòîÿíèé ñ j = 1, 2, ...
ðàäèàëüíàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê äâóì ñâÿçàííûì
óðàâíåíèÿì 2-ãî ïîðÿäêà, îòêóäà ñëåäóåò óðàâíå-
íèå 4-ãî ïîðÿäêà. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà
ýòîãî óðàâíåíèÿ, èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü âîçíèêà-
þùèõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Óñëîâèå òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè ðåøåíèé äàåò ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèé
E = −const/n2, îíà åäâà ëè êîððåêòíî îïèñûâàåò
ðåàëüíûé ñïåêòð, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà àíîìàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
÷àñòèöà ñî ñïèíîì 1, àíîìàëüíûé ìàãíèòíûé
ìîìåíò, êóëîíîâñêîå ïîëå, ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà,
êâàíòîâàíèå ýíåðãèè
Abstract

After separating the variables in the Duffin–Kem-
nmer equations for a vector particle with anoma-
lous magnetic moment in presence of Coulomb field,
there are found two radial systems of 4 and 6
equations respectively for states with parities P =
(−1)j+1 and P = (−1)j. Depending on the anoma-
lous magnetic moment, the terms are present only
in the system of 6 equations, and it is investigated.
To simplify the problem, transition to the nonrela-
tivistic approximation is performed. For states with
j = 0, we have derived a 2-nd order equation be-
longing to the double confluent of Heun type. For
states with j = 1, 2, ..., the radial system is reduced
to two 2-nd order linked equations, whence the 4-
th order equation follows. Frobenius solutions of
this equation are constructed. Imposing the known
transcendency condition, we derive the formula for
the energies E = −const/n2, which does not de-
pend on the quantum number j and the parameter
of anomalous magnetic moment, and therefore can-
not correctly describe the physical spectrum.

Keywords:
spin 1 particle, anomalous magnetic moment,
Coulomb field, Frobenius solutions, energy quantiza-
tion

•
Введение

Известно, что в рамках теории релятивистских
волновых уравнений можно предложить так называ-
емые неминимальные уравнения, которые описыва-
ют частицы с дополнительными электромагнитными
характеристиками, со спектрами спиновых или мас-
совых состояний. В частности, интенсивно исследо-
вались [1–11] уравнения для частиц со спином 1, об-
ладающих помимо электрического заряда аномаль-
ным магнитным моментом. Уравнение для векторной
частицы в случае внешнего кулоновского поля ока-
зывается очень сложным даже в случае обычной ча-
стицы без аномального момента. Эта задача все еще
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не исследована полностью [12]. Однако в нереляти-
вистском пределе уравнение для обычной векторной
частицы в кулоновском поле может быть решено точ-
но. В настоящей работе мы исследуем аналогичную
нерелятивистскую задачу для частицы с аномаль-
ным магнитным моментом.

Кратко содержание работы сводится к сле-
дующему. Исследуется квантово-механическая ча-
стица со спином 1 и аномальным магнитным мо-
ментом во внешнем кулоновском поле. Исходным
является релятивистское уравнение Даффина–Кем-
мера, в котором введен дополнительный член вза-
имодействия, обусловленного аномальным магнит-
ным моментом. На основе диагонализации опера-
торов энергии, квадрата и третьей проекции пол-
ного момента выполнено разделение переменных.
Выведена система уравнений для десяти радиаль-
ных функций. Используя диагонализацию операто-
ра пространственного отражения, разбиваем систе-
му на две подсистемы из четырех ишести уравнений,
для четностей P = (−1)j+1 и P = (−1)j , соответ-
ственно.

Дополнительные слагаемые, обусловленные
аномальным магнитным моментом, присутствуют
только в подсистеме из шести уравнений. Эта систе-
ма уравнений и исследуется. Сначала отдельно рас-
смотрена относящаяся к классу четности P = (−1)j

релятивистская система при j = 0. В этом случае за-
дача приводится к дифференциальному уравнению
второго порядка. Оно найдено в явном виде и харак-
теризуется очень сложной структурой особых точек.

Чтобы упростить возникающие математиче-
ские задачи, в радиальных уравнениях выполнен пе-
реход к нерелятивистскому приближению. При этом
для состояний с j = 0 выведено радиальное урав-
нение, принадлежащее классу дважды вырожденно-
го уравнения Гойна. Строятся его решения фробе-
ниусовского типа. В качестве условия квантования
использовано ограничение, выделяющее трансцен-
дентные функции Гойна. В результате получен неко-
торый спектр энергии, который выглядит физически
интерпретируемым, однако получаемые таким спо-
собом уровни энергии не зависят от параметра ано-
мального момента, в то же время степенные ряды за-
висят от этого параметра. Для состояний с больши-
ми значениями полного углового момента j = 1, 2, ...
нерелятивистская радиальная система приводится
к двум связанным дифференциальным уравнениям
2-го порядка для двух функций. Методом исключе-
ния можно получить уравнения 4-го порядка для каж-
дой из этих функций. Исследованы локальные ре-
шения Фробениуса возникающих уравнений, сходи-
мость вовлеченных в них степенных рядов с 8-член-
ными рекуррентными соотношениями, а также воз-
можность использования условия трансцендентно-
сти для получения спектра энергий.

1. Разделение переменных в релятивистском
уравнении

Исходное уравнение имеет вид (предполага-
ем использование тетрадного формализма; обозна-

чения в [13]){
iβc

[
i(eβ(c)∂β +

1

2
jabγabc(x))− e′Ac

]
+

+λ
e

M
Fαβ(x)Pj

αβ(x)−M

}
Ψ = 0, (1)

где свободный параметр λ – безразмерный, P – про-
ективный оператор, выделяющий из 10-компонент-
ной функции векторную соcтавляющую. Ниже ис-
пользуются обозначения

P =

∣∣∣∣ I4 0
0 0

∣∣∣∣ , M =
mc

~
, e′ =

e

c~
,

Γ = λ
4α

M
, α =

e2

~c
=

1

137
. (2)

В сферической тетраде [14] уравнение (1) принимает
вид [

β0(i∂t +
α

r
) + i(β3∂r +

β1j31 + β2j32

r
)+

+
1

r
Σθ,ϕ +

Γ

r2
Pj03 −M

]
Φ = 0, (3)

где зависящий от угловых переменных оператор
определен равенством

Σθ,ϕ = i β1∂θ + β2 i∂ϕ + ij12 cos θ

sin θ
.

В используемом тетрадном базисе выражения для
компонент оператора полного момента имеют шре-
дингеровскую структуру [14]:

j1 = l1 +
cosϕ

sin θ
ij12, j2 = l2 +

sinϕ

sin θ
ij12,

j3 = l3, j12 = β1β2 − β2β1. (4)

Ниже будем использовать волновую функцию
и явные выражения для матриц Даффина–Кеммера
[14] в циклическом представлении, где оператор тре-
тьей проекции спина ij12 имеет диагональный вид:

ij12 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 0
0 t3 0 0
0 0 t3 0
0 0 0 t3

∣∣∣∣∣∣∣ , t3 =

∣∣∣∣∣ +1 0 0
0 0 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣ .
Выражение для проективного оператора P не меня-
ется при переходе к циклическому базису.

Система радиальных уравнений для обычной
векторной частицы в кулоновском поле известна [12].
Чтобы получить обобщенную систему уравнений для
векторной частицы с аномальным моментом, доста-
точно найти явный вид дополнительного слагаемого
в уравнении

Γ

r2
Pj03 =

Γ

r2
P (β0β3 − β3β0). (5)

Здесь оператор Pj03 представляет собой матрицу
размерности 10, у которой отличны от нуля только
элементы (Pj03)13 = (Pj03)31 = −1.
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Структура 10-компонентной волновой функ-
ции векторной частицы с квантовыми числами ϵ, j,m
задается соотношениями

Ψ(x) = {Φ0(x), Φ⃗(x), E⃗(x), H⃗(x)},

Φ0(x) = e−iϵtf0(r)D0,

Φ⃗(x) = e−iϵt

∣∣∣∣∣ f1(r)D−1

f2(r)D0

f3(r)D+1

∣∣∣∣∣ ,
E⃗(x) = e−iϵt

∣∣∣∣∣ E1(r)D−1

E2(r)D0

E3(r)D+1

∣∣∣∣∣ ,
H⃗(x) = e−iϵt

∣∣∣∣∣ H1(r)D−1

H2(r)D0

H3(r)D+1

∣∣∣∣∣ ,
где используются D-функции Вигнера Dσ =
Dj

−m,σ(ϕ, θ, 0), σ = 0,−1,+1. После необходимых
вычислений находим систему радиальных уравне-
ний

−(
d

dr
+

2

r
)E2 −

ν

r
(E1 + E3)−

Γ

r2
f2 = mf0,

+i(ϵ+
α

r
)E1 + i(

d

dr
+

1

r
)H1 + i

ν

r
H2 = mf1,

i(ϵ+
α

r
)E2 − i

ν

r
(H1 −H3)−

Γ

r2
f0 = mf2,

+i(ϵ+
α

r
)E3 − i(

d

dr
+

1

r
)H3 − i

ν

r
H2 = mf3,

−i(ϵ+ α

r
)f1 +

ν

r
f0 = mE1,

−i(ϵ+ α

r
)f2 −

d

dr
f0 = mE2,

−i(ϵ+ α

r
)f3 +

ν

r
f0 = mE3,

−i( d
dr

+
1

r
)f1 − i

ν

r
f2 = mH1,

+i
ν

r
(f1 − f3) = mH2,

+i(
d

dr
+

1

r
)f3 + i

ν

r
f2 = mH3. (6)

Одновременно с операторами j⃗ 2, j3 будем
диагонализировать оператор пространственной ин-
версии Π̂. В представлении декартовой тетрады и де-
картова базиса матриц βa этот оператор имеет вид

Π̂ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 −I 0 0
0 0 −I 0
0 0 0 +I

∣∣∣∣∣∣∣ P̂ ,
P̂Ψ(r⃗) = Ψ(−r⃗). (7)

После перехода к сферической тетраде, а затем
к циклическому представлению матриц Даффина–
Кеммера получаем другое представление:

Π̂′ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 Π3 0 0
0 0 Π3 0
0 0 0 −Π3

∣∣∣∣∣∣∣ P̂ ,

Π3 =

∣∣∣∣∣ 0 0 −1
0 −1 0

−1 0 0

∣∣∣∣∣ . (8)

Уравнение на собственные значения Π̂′Ψ = PΨ да-
ет два решения:

P = (−1)j+1, f0 = f2 = 0, f3 = −f1,

E3 = −E1, E2 = 0, H3 = H1

и
P = (−1)j , f3 = f1,

E3 = E1, H3 = −H1, H2 = 0.

Для состояний с P = (−1)j+1 имеем четыре
уравнения:

+i(ϵ+
α

r
)E1 + i(

d

dr
+

1

r
)H1 + i

ν

r
H2 = mf1,

−i(ϵ+ α

r
)f1 = mE1, −i( d

dr
+

1

r
)f1 = mH1,

2i
ν

r
f1 = mH2. (9)

Для этого класса решений аномальный магнитный
момент никак себя не проявляет в присутствии внеш-
него кулоновского поля. Система допускает полное
решение для основной функции f1:(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
+ (ϵ+

α

r
)2 − j(j + 1)

r2

)
f1 = 0. (10)

Это уравнение возникает в теории скалярной части-
цы во внешнем кулоновском поле, его точные реше-
ния и соответствующий спектр энергии известны.

Для состояний с четностью P = (−1)j имеем
систему из шести уравнений:

−(
d

dr
+

2

r
)E2 − 2

ν

r
E1 −

Γ

r2
f2 = mf0,

+i(ϵ+
α

r
)E1 + i(

d

dr
+

1

r
)H1 = mf1,

+i(ϵ+
α

r
)E2 − 2i

ν

r
H1 −

Γ

r2
f0 = mf2,

−i(ϵ+ α

r
)f2 −

d

dr
f0 = mE2,

−i(ϵ+ α

r
)f1 +

ν

r
f0 = mE1,

i(
d

dr
+

1

r
)f1 + i

ν

r
f2 = −mH1. (11)
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2. Случай минимального значения момента j = 0

Для состояний с минимальным j = 0 нужно
использовать более простую подстановку:

Φ0 = e−iϵtf0(r), Φ⃗ = e−iϵt

∣∣∣∣∣ 0
f2(r)
0

∣∣∣∣∣ ,
E⃗ = e−iϵt

∣∣∣∣∣ 0
E2(r)
0

∣∣∣∣∣ , H⃗ = e−iϵt

∣∣∣∣∣ 0
H2(r)

0

∣∣∣∣∣ .
В этом случае получаем четыре радиальные уравне-
ния:

−(
d

dr
+

2

r
)E2 −

Γ

r2
f2 = mf0,

i(ϵ+
α

r
)E2 −

Γ

r2
f0 = mf2,

−i(ϵ+ α

r
)f2 −

d

dr
f0 = mE2, H2 = 0. (12)

Исключая E2, находим уравнения для функций
f0, f2:

i

(
(ϵ+

α

r
)
d

dr
+

2ϵ

r
+
α+ iΓm

r2

)
f2+

+

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
−m2

)
f0 = 0,

f2 = i
r2

P (r)

(
(ϵ+

α

r
)
d

dr
− iΓm

r2

)
f0,

P (r) = (ϵ2 −m2)r2 + 2ϵαr + α2.

Исключая далее f2, получим уравнение 2-го порядка
для функции f ≡ f0

d2f

dx2
+

(
−2xP−1+

(
2α2x+ 6Eαx2 + 4E2x3

)
P−2+

+
(
(2E2 − 2E4)x5 + (4Eα− 6E3α)x4+

+(2α2 − 6E2α2)x3 − 2Eα3x2
)
P−3

)
df

dx
+

+

(
x2P−1 +

(
−2ixEγ + γ2 − iαγ

)
P−2+

+
(
(−2iEγ + 2iE3γ)x3 + (−2iαγ + 4iE2αγ)x2+

+2iEα2γx
)
P−3

)
f = 0,

где используются безразмерные переменные x,E, γ:

x = mr, E =
ϵ

m
, γ = mΓ, α =

1

137
.

Полученное уравнение имеет сложный набор сингу-
лярных точек. В следующем разделе выведем его
нерелятивистский аналог, который будет существен-
но проще.

3. Нерелятивистское приближение, случай j = 0

В системе уравнений (12) осуществим переход
к нерелятивистскому приближению. Сначала исклю-
чим нединамическую переменную f0(r):

i(ϵ+
α

r
)E2 −

Γ

mr2

(
−(

d

dr
+

2

r
)E2 −

Γ

r2
f2

)
= mf2,

−i(ϵ+ α

r
)f2 −

1

m

d

dr

(
−(

d

dr
+

2

r
)E2 −

Γ

r2
f2

)
= mE2.

Затем вводим большие и малые компоненты [14]
f2 = (B2 + M2), iE2 = (B2 − M2). Одновре-
менно выделим энергию покоя формальной заменой
ϵ =⇒ m + E, где E – нерелятивистская энергия. В
результате получаем

(E +
α

r
)(B2 −M2)−

Γ

mr2
[i(

d

dr
+

2

r
)(B2 −M2)−

− Γ

r2
(B2 +M2)] = 2mM2,

(E +
α

r
)(B2 +M2)−

1

m

d

dr
[−(

d

dr
+

2

r
)(B2 −M2)−

− iΓ
r2

(B2 +M2)] = −2mM2.

Чтобы получить уравнение для большой компоненты
B2, сложим последние два уравнения и после этого
малой компонентой M2 в сравнении с большой B2

можно пренебречь:

2(E +
α

r
)B2 −

Γ

mr2

(
i(
d

dr
+

2

r
)− Γ

r2

)
B2+

+
1

m

d

dr

(
d

dr
+

2

r
+
iΓ

r2

)
B2 = 0.

Отсюда находим (пусть B2(r) = R(r)){
d

dr
(
d

dr
+

2

r
+
iΓ

r2
) + 2m(E +

α

r
)−

− iΓ
r2

(
d

dr
+

2

r
+
iΓ

r2
)

}
R(r) = 0. (13)

Учитывая, что по физическим соображениям пара-
метр Γ чисто мнимый, сделаем замену iΓ =⇒ Γ:

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

+

(
2m(E +

α

r
)− 2

r2
− 4Γ

r3
− Γ2

r4

)
R = 0. (14)

Уравнение (14) имеет две нерегулярные осо-
бые точки r = 0 и r = ∞, обе ранга 2, оно относится
к классу дважды вырожденного уравнения Гойна [15].
Локальные решения около точки r = 0 строим в виде

R = eArrBe
C
r f(r). (15)

Для функции f(r) получаем уравнение

f ′′ +

(
2A+

2B + 2

r
− 2C

r2

)
f ′+
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+

(
2mE +A2 +

2AB + 2mα+ 2A

r
+

+
B2 +B − 2AC − 2

r2
+

−4Γ− 2BC

r3
+

+
−Γ2 + C2

r4

)
f = 0.

Накладываем ограничения

2mE +A2 = 0, −Γ2 + C2 = 0, 4Γ + 2BC = 0,

это дает
A = ±

√
−2mE (E < 0),

C = ±Γ, B = −2Γ

C
= ∓2.

Для описания связанных состояний используем сле-
дующие значения:

Γ > 0, A = −
√
−2mE, C = −Γ, B = +2;

Γ < 0, A = −
√
−2mE, C = +Γ, B = −2. (16)

С учетом (16) уравнение упрощается

f ′′ +

(
2A+

2B + 2

r
− 2C

r2

)
f ′+

+

(
2AB + 2mα+ 2A

r
+
B2 +B − 2AC − 2

r2

)
f = 0.

Для двух подслучаев оно выглядит по-разному:

Γ > 0, f ′′ +

(
−2

√
−2mE +

6

r
+

2Γ

r2

)
f ′+

+

(
−6

√
−2mE + 2mα

r
+

+
4− 2Γ

√
−2mE

r2

)
f = 0; (17)

Γ < 0, f ′′ +

(
−2

√
−2mE − 2

r
− 2Γ

r2

)
f ′+

+

(
+2

√
−2mE + 2mα

r
+

+
2Γ

√
−2mE

r2

)
f = 0. (18)

Оба эти уравнения можно представить символически
так:

f ′′ +
(
a+

a1
r

+
a2
r2

)
f ′ +

(
b1
r

+
b2
r2

)
f = 0. (19)

Решения уравнения (19) строим в виде степенных
рядов с трехчленными рекуррентными соотношени-
ями:

[a(k − 1) + b1]ck−1 + [k(k − 1) + a1k + b2]ck+

+a2(k + 1)ck+1 = 0 (20)

или в краткой форме

Pk−1ck−1 + Pkck + Pk+1ck+1 = 0,

где

Pk−1 = a(k − 1) + b1, Pk = k(k − 1) + a1k + b2,

Pk+1 = a2(k + 1).

Делим соотношение (20) на ck−1k
2 и устремляем k к

бесконечности: k → ∞
1

k2
[a(k − 1) + b1] +

1

k2
[k(k − 1) + a1k + b2]

ck
ck−1

+

+
1

k2
a2(k + 1)

ck+1

ck

ck
ck−1

= 0, lim
k→∞

ck
ck−1

= r.

В результате получаем уравнение, определяющее
радиус сходимости: значению r = 0 отвечает радиус
Rconv = 1

|r| = ∞.
Приведем явный вид величин, задающих ре-

куррентные соотношения (формулы немного разли-
чаются для двух подслучаев):

Γ > 0, Pk+1 = 2Γ(k + 1),

Pk−1 = −2
√
−2mE (k − 1)− 6

√
−2mE + 2mα,

Pk = k(k − 1) + 6k + 4− 2
√
−2mE Γ, (21)

Γ < 0, Pk+1 = −2Γ(k + 1),

Pk−1 = −2
√
−2mE(k − 1) + 2

√
−2mE + 2mα,

Pk = k(k − 1)− 2k + 2
√
−2mE Γ. (22)

В качестве условия квантования используем условие
трансцендентности функций Гойна [15]

Γ > 0, Pk−1 = −2
√
−2mE(k − 1)−

−6
√
−2mE + 2mα = 0,

Γ < 0, pk−1 = −2
√
−2mE(k − 1)+

+2
√
−2mE + 2mα = 0.

Отсюда находим две разные формулы для энергий в
зависимости от знака Γ:

Γ > 0, E = −mα
2

2

1

(k + 2)2
, k ≥ 2,

Γ < 0, E = −mα
2

2

1

(k − 2)2
, k > 2. (23)

Формулы выглядят физически интерпретируе-
мыми лишь частично, поскольку получаемые таким
способом уровни энергии не зависят от параметра
аномального момента Γ. В то же время сами ради-
альные решенияR(r) зависят от Γ. Поэтому соотно-
шения (23) едва ли описывают правильные спектры
энергии.
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4. Нерелятивистские уравнения, j = 1, 2, ...

Исходим из релятивистских радиальных урав-
нений:

−
(
d

dr
+

2

r

)
E2 − 2

ν

r
E1 −

Γ

r2f2
= mf0,

+i
(
ϵ+

α

r

)
E1 + i

(
d

dr
+

1

r

)
H1 = mf1,

i
(
ϵ+

α

r

)
E2 − 2i

ν

r
H1 −

Γ

r2
f0 = mf2,

−i
(
ϵ+

α

r

)
f2 −

d

dr
f0 = mE2,

−i
(
ϵ+

α

r

)
f1 +

ν

r
f0 = mE1,

i

(
d

dr
+

1

r

)
f1 + i

ν

r
f2 = −mH1.

Исключим нединамические переменные f0, H1.
Оставшиеся четыре уравнения примут вид

−i
(
d

dr
+

1

r

)
1

m

[
i

(
d

dr
+

1

r

)
f1 + i

ν

r
f2

]
+

+i
(
ϵ+

α

r

)
E1 = mf1,

−ν
r

1

m

[(
d

dr
+

2

r

)
E2 + 2

ν

r
E1 +

Γ

r2
f2

]
−

−i
(
ϵ+

α

r

)
f1 = mE1,

+i
(
ϵ+

α

r

)
E2 + 2i

ν

r

1

m

[
i

(
d

dr
+

1

r

)
f1 + i

ν

r
f2

]
+

+
Γ

r2
1

m

[(
d

dr
+

2

r

)
E2 + 2

ν

r
E1 +

Γ

r2
f2

]
= mf2,

d

dr

1

m

[(
d

dr
+

2

r

)
E2 + 2

ν

r
E1 +

Γ

r2
f2

]
−

−i
(
ϵ+

α

r

)
f2 = mE2.

Большие и малые компоненты вводятся соотноше-
ниями

f1 = (Ψ1 + ψ1), iE1 = (Ψ1 − ψ1),

f2 = (Ψ2 + ψ2), iE2 = (Ψ2 − ψ2). (24)

Тогда предыдущие уравнения дают (одновременно
выделяем энергию покоя заменой ϵ = m+ E)(

d

dr
+

1

r

)
1

m

[(
d

dr
+

1

r

)
(Ψ1 + ψ1)+

+
ν

r
(Ψ2 + ψ2)

]
+
(
E +

α

r

)
(Ψ1 − ψ1) = 2mψ1,

(
E +

α

r

)
(Ψ1 + ψ1)−

ν

r

1

m

[(
d

dr
+

2

r

)
(Ψ2 − ψ2)+

+2
ν

r
(Ψ1 − ψ1) +

iΓ

r2
(Ψ2 + ψ2)

]
= −2mψ1,(

E +
α

r

)
(Ψ2−ψ2)− 2

ν

r

1

m

[(
d

dr
+

1

r

)
(Ψ1+ψ1)+

+
ν

r
(Ψ2 + ψ2)

]
+

Γ

r2
1

m

[
−i
(
d

dr
+

2

r

)
(Ψ2 − ψ2)−

−2i
ν

r
(Ψ1 − ψ1) +

Γ

r2
(Ψ2 + ψ2)

]
= 2mψ2,

(E +
α

r
)(Ψ2 + ψ2) +

d

dr

1

m

[(
d

dr
+

2

r

)
(Ψ2 − ψ2)+

+2
ν

r
(Ψ1 − ψ1) +

iΓ

r2
(Ψ2 + ψ2)

]
= −2mψ2.

Чтобы получить нерелятивистские радиаль-
ные уравнения для больших компонент Ψ1 и Ψ2,
складываем уравнения в каждой паре, и затем пре-
небрегаем малыми компонентами в сравнении с
большими. В результате находим(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
+
β − λr

r
− 2ν2

r2

)
Ψ1−

−ν 2r + Γ

r3
Ψ2 = 0,(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
+
β − λr

r
− 2ν2

r2
− 2

r2
− 4Γ

r3
− Γ2

r4

)
Ψ2−

−2ν
2r + Γ

r3
Ψ1 = 0. (25)

Поскольку Γ чисто мнимый параметр, то в уравнени-
ях сделана замена iΓ на Γ, а также использованы
обозначения

2mE = −λ, λ > 0, 2mα = β,

2ν2 = j(j + 1) ≡ L. (26)

Методом исключения можно получить уравне-
ния 4-го порядка для каждой из функций Ψ1(r) и
Ψ2(r). В частности, для функции Ψ1 получаем урав-
нение

d4

dr4
Ψ1 +

(
− 4

2r + Γ
+

10

r

)
d3

dr3
Ψ1+

+

(
−2λ+

2Γβ − 24

Γ

1

r
+

22− 2L

r2
− 4Γ

r3
− Γ2

r4
+

+
48

Γ(2r + Γ)
+

8

(2r + Γ)2

)
d2

dr2
Ψ1+

+

(
−8L+ 64− 10Γ2λ− 4Γβ

Γ2r
+

4L− 24 + 8Γβ

Γr2
+

+
8− 6L

r3
− 8Γ

r4
− 2Γ2

r5
+

+
4Γ2λ+ 16L− 128 + 8Γβ

Γ2(2r + Γ)
− 32

Γ(2r + Γ)2

)
d

dr
Ψ1+
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+

(
λ2 +

16Γ2λ+ 64L+ 32Γβ − 2βλΓ3

Γ3r
+

+
−10Γ2λ− 24L− 12Γβ + β2Γ2 + 2λLΓ2

Γ2r2
+

+
4Γ2λ+ 4Γβ + 8L− 2ΓβL

Γr3
− Γ2β

r5
+

+
−4Γβ + L2 + Γ2λ− 4L

r4
+
−32Γ2λ− 128L− 64Γβ

Γ3(2r + Γ)
+

+
−32L− 8Γ2λ− 16Γβ

Γ2(2r + Γ)2

)
Ψ1 = 0.

Символически структура уравнения записывается
так (пусть Ψ1 = F )

d4

dr4
F +

(
− 4

2r + Γ
+

10

r

)
d3

dr3
F+

+

(
−2λ+

a1
r

+
a2
r2

+
a3
r3

+
a4
r4

+
a5

2r + Γ
+

+
a6

(2r + Γ)2

)
d2

dr2
F +

(
b1
r

+
b2
r2

+
b3
r3

+
b4
r4

+
b5
r5

+

+
b6

2r + Γ
+

b7
(2r + Γ)2

)
d

dr
F +

(
λ2 +

c1
r

+
c2
r2

+

+
c3
r3

+
c4
r4

+
c5
r5

+
c6

2r + Γ
+

c7
(2r + Γ)2

)
F = 0.

В окрестности регулярной особой точки r =
−Γ/2 это уравнение упрощается:(

d4

dr4
− 4

2r + Γ

d3

dr3
+

a6
(2r + Γ)2

d2

dr2
+

+
b7

(2r + Γ)2
d

dr
+

c7
(2r + Γ)2

)
F = 0.

Ищем его решения в виде F = (2r+Γ)s. Для индек-
са s получаем при этом алгебраическое уравнение
четвертой степени с простыми корнями:

Ψ1 = (2r + Γ)s, s = 0, −1, −3, −4 . (27)

Только при s = 0 решения ведут себя в точке r =
−Γ/2 регулярно. Точка r = 0 является нерегуляр-
ной особой точкой и имеет ранг 2. Поэтому решения
уравнения 4-го порядка в окрестности точки r = 0
ищем в виде

Ψ1(r) = eDrrAeB/rf(r) . (28)

Дальнейший анализ технически довольно громозд-
кий. Параметры D,A,B выбираются так, чтобы
упростить вид уравнения для f(r). Приводим толь-
ко конечный результат.

Существуют четыре различных решения:

(I) D = −
√
−2ϵ, B = 0, A = 0,

F1 = eDrf1(r); (29)

(II) D = −
√
−2ϵ, B = 0, A = −1,

F2 = eDr 1

r
f2(r); (30)

(III) D = −
√
−2ϵ, B = +Γ, A = −1,

F3 = eDr 1

r
e+Γ/rf3(r); (31)

(IV ) D = −
√
−2ϵ, B = −Γ, A = +3,

F4 = eDrr3e−Γ/rf4(r). (32)

Решения для функций f1(r), f2(r) строятся в виде
степенных рядов с восьмичленными рекуррентными
соотношениями. Решения для функций f3(r), f4(r)
также строятся в виде степенных рядов, но с девяти-
членными рекуррентными соотношениями. Исследо-
вана сходимость этих четырех степенных рядов ме-
тодом Пуанкаре–Перрона. Возможные радиусы схо-
димости следующие: Rconv = |Γ|/2, ∞. Для опи-
сания связанных состояний можно использовать ре-
шения F3, Γ < 0 и F4, Γ > 0.

Условие трансцендентности решений здесь
также дает формулу для энергий в виде E =
−const/n2. Уровни энергии не зависят от параметра
аномального магнитного момента. Последнее обсто-
ятельство указывает на их непригодность для описа-
ния связанных состояний в системе.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке гранта БРФФИ Ф19M-032 для молодых ученых
и гранта БРФФИ Ф20РА-007 в рамках сотрудниче-
ства НАН Беларуси и Румынской Академии.
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Àííîòàöèÿ

Âûïîëíåí àíàëèç ñèñòåìû èç 6 ðàäèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùåé ñîñòîÿíèÿ ñ ÷åòíîñòüþ P =
(−1)j äëÿ âåêòîðíîé ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîëå.
Ñ ó÷åòîì îáîáùåííîãî óñëîâèÿ Ëîðåíöà ïîêàçàíî,
÷òî îäíà ôóíêöèÿ èç 6 îáÿçàíà îáðàùàòüñÿ â íóëü.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ìîæ-
íî âûáèðàòü îäíó ëþáóþ ôóíêöèþ èç ýòèõ ïÿòè,
ïðè ýòîì äëÿ âûáðàííîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì äâà
ðàçíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿä-
êà. Ýòè óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà íàéäåíû â ÿâíîì
âèäå,ïîñòðîåíû èõ ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà, èññëåäî-
âàíà ñõîäèìîñòü âîâëå÷åííûõ â ðåøåíèÿ ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå òðàíñöåíäåíòíîñòè ðåøåíèé
Ôðîáåíèóñà. Äëÿ îáîèõ òèïîâ óðàâíåíèé îíè äà-
þò ðàçóìíûå ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðìóëû
äëÿ ñïåêòðîâ ýíåðãèè, ïðè÷åì ýòè ñïåêòðû ðàçëè-
÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
÷àñòèöà ñî ñïèíîì 1, êóëîíîâñêîå ïîëå, òî÷íûå
ðåøåíèÿ, óñëîâèå òðàíñöåíäåíòíîñòè, ñâÿçàííûå
ñîñòîÿíèÿ

Abstract

We have studied the system of 6 equations which
describes quantum states of a spin 1 particle with
parity P = (−1)j in external Coulomb field. It is
shown that due to the Lorentz condition one of the
radial functions must be equal to zero. Any of 5 re-
maining functions may be taken as a primary one.
For such a primary function we derive two different
2-nd order differential equations. Their Frobenius
solutions are constructed, and convergence of the
involved power series is studied. As a quantization
rule, we apply the so called transcendency condition
of Frobenius solutions. In this way, for both equa-
tions we have found diferent reasonable from phys-
ical point of view energy spectra.

Keywords:
spin 1 particle, Coulomb field, exact solutions, tran-
scendency condition, bound states

•
Введение

До сих пор не решенной полностью является
квантово-механическая задача о поведении части-
цы со спином 1 во внешнем кулоновском поле [1–
12]. Первый из трех ожидаемых подклассов реше-
ний и соответствующий ему дискретный спектр энер-
гий был установлен еще И.Е. Таммом [1]. Незавер-
шенность анализа относится к двум другим подклас-
сам решений, описываемых системой из шести за-
цепляющихся между собой уравнений. Основной вы-
вод работы [1] заключается в утверждении, что в
этих состояниях векторная частица должна падать
на кулоновский центр, не образуя устойчивых стаци-
онарных состояний в кулоновском поле. Однако ис-
следование нерелятивистского предела в уравнени-
ях для векторной частицы в кулоновском поле пока-
зало [2–7], что существуют три подкласса решений,
отвечающих связанным состояниям, с соответству-
ющими спектрами энергии, модифицирующими из-
вестную шредингеровскую формулу для нереляти-
вистской скалярной частицы. Выполненный в рабо-
тах [8,9] анализ также показал, что есть возможность

58



Известия Коми научного центра УрО РАН. № 4(44). Серия «Физико-математические науки». Сыктывкар, 2020

получать для некоторых радиальных функций диф-
ференциальные уравнения второго порядка вместо
уравнений 4-го порядка.

Исходя из уравнения Даффина–Кеммера для
векторной частицы во внешнем кулоновском поле,
можно вывести систему из 10 радиальных уравне-
ний. С использованием оператора пространственной
четности систему можно разбить на две подсистемы,
состоящие из 4 и 6 уравнений. Решение системы из
4 уравнений известно и выражается через гипергео-
метрические функции, при этом найденный спектр
энергий совпадает с известным для скалярной части-
цы в кулоновском поле. Также можно легко найти точ-
ные решения при нулевом значении квантового чис-
ла полного момента.

В настоящей работе внимание сосредоточено
на плохо изученной подсистеме из 6 уравнений при
значениях квантового числа полного момента j =
1, 2, 3, ... Содержание сводится к следующему. На
основе использования уравнения Даффина–Кемме-
ра исследуется квантово-механическая задача о век-
торной частице во внешнем кулоновском поле притя-
жения. Выполнен анализ системы из 6 радиальных
уравнений, описывающей состояния частицы с чет-
ностью P = (−1)j . С учетом обобщенного условия
Лоренца показано, что одна функция из 6 обязана
обращаться в нуль; следовательно, имеем систему
из 6 уравнений для 5 неизвестных функций. Пока-
зывается, что в качестве независимой можно выби-
рать любую одну функцию из пяти, при этом для дан-
ной функции получаем два разных дифференциаль-
ных уравнения 2-го порядка, которые можно связы-
вать с двумя подклассами состояний частицы с чет-
ностью P = (−1)j . Эти независимые уравнения 2-
го порядка найдены в явном виде, построены их ре-
шения Фробениуса, методом Пуанкаре–Перрона ис-
следована сходимость вовлеченных в эти решения
степенных рядов. Для получения некоторого правила
квантования используется условие трансцендентно-
сти решений Фробениуса. Для обоих типов уравне-
ний они дают разумные с физической точки зрения
формулы для спектров энергии, причем эти спектры
различаются между собой.

1. Условие Лоренца во внешнем кулоновском
поле

Состояния векторной частицы с четностью
P = (−1)j описываются системой из 6 радиальных
уравнений:

(
d

dr
+

2

r
)E2 + 2

ν

r
E1 +mΦ0 = 0,

+i(ϵ+
α

r
) E1 + i(

d

dr
+

1

r
)H1 −mΦ1 = 0,

+i(ϵ+
α

r
)E2 − 2i

ν

r
H1 −mΦ2 = 0,

−i(ϵ+ α

r
) Φ1 +

ν

r
Φ0 −mE1 = 0,

i(ϵ+
α

r
)Φ2 +

d

dr
Φ0 +mE2 = 0,

i(
d

dr
+

1

r
)Φ1 + i

ν

r
Φ2 +mH1 = 0. (1)

Известно, что для частицы со спином 1 во внешнем
поле должно существовать обобщенное условие Ло-
ренца. Это условие дает для состояний с четностью
P = (−1)j следующее [2]:

−i(ϵ+ α

r
)Φ0 − (

d

dr
+

2

r
)Φ2 −

2ν

r
Φ1 =

=
iα

2mr2
E2. (2)

С использованием (2) из системы (1) можно вывести
важное соотношение. Для этого из уравнения (2) ис-
ключим функцию Φ2 с помощью третьего уравнения
в (1):

−i(ϵ+ α

r
)mΦ0− (

d

dr
+

2

r
)

[
i(ϵ+

α

r
)E2 −

2iν

r
H1

]
−

−2mν

r
Φ1 =

iα

2r2
E2.

Отсюда получаем

i(ϵ+
α

r
)mΦ0 + i(ϵ+

α

r
)(
d

dr
+

2

r
)E2−

−2iν

r
(
d

dr
+

1

r
)H1 +

2mν

r
Φ1 =

iα

2r2
E2.

Преобразуя здесь второй и третий члены с помощью
1-го и 2-го уравнений системы (1), находим

i(ϵ+
α

r
)mΦ0 − im(ϵ+

α

r
)Φ0 =

iα

2r2
E2.

Таким образом, пришли к условию E2 = 0, т.е.
в (1) имеем 6 уравнений для 5 неизвестных функций.
С учетом этого равенства система (1) примет вид

1) 2
ν

r
E1 +mΦ0 = 0,

2) + i(ϵ+
α

r
)E1 + i(

d

dr
+

1

r
)H1 −mΦ1 = 0,

3) − 2i
ν

r
H1 −mΦ2 = 0,

4) − i(ϵ+
α

r
)Φ1 +

ν

r
Φ0 −mE1 = 0,

5) i(ϵ+
α

r
)Φ2 +

d

dr
Φ0 = 0,

6) i(
d

dr
+

1

r
)Φ1 + i

ν

r
Φ2 +mH1 = 0. (3)

Исключим мнимую единицу, перейдя к новым пере-
менным: iΦ1 = φ1, iΦ2 = φ2, тогда

1) mE1 = −m
2

2ν
rΦ0,

2) (ϵ+
α

r
)mE1 + (

d

dr
+

1

r
)mH1 +m2φ1 = 0,

3) mH1 =
m2

2ν
rφ2,

4) (ϵ+
α

r
)φ1 −

ν

r
Φ0 +mE1 = 0,

5) (ϵ+
α

r
)φ2 +

d

dr
Φ0 = 0,
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6) (
d

dr
+

1

r
)φ1 +

ν

r
φ2 +mH1 = 0. (4)

С помощью уравнений 1) и 3) можно исключить функ-
ции E1 и H1, тогда остается четыре уравнения:

2) − (ϵ+
α

r
)
m2

2ν
rΦ0+(

d

dr
+

1

r
)
m2

2ν
rφ2+m

2φ1 = 0,

4) (ϵ+
α

r
)φ1 −

ν

r
Φ0 −

m2

2ν
rΦ0 = 0,

5) (ϵ+
α

r
)φ2 +

d

dr
Φ0 = 0,

6) (
d

dr
+

1

r
)φ1 +

ν

r
φ2 +

m2

2ν
rφ2 = 0. (5)

Легко увидеть две разные возможности для того, что-
бы получить уравнения второго порядка дляфункций
φ1 и φ2.

Первая возможность такая: из уравнения 2) с
помощью уравнения 6) исключаем функцию φ2 и с
помощью уравнения 4) исключаем функцию Φ0, то-
гда приходим к уравнению второго порядка для φ1:

d2φ1

dr2
+

(
4

r
− 2r

r2 + 2ν2/m2

)
dφ1

dr
+

+

(
−m2 + ϵ2 +

2α ϵ

r
− 2

r2 + 2 ν2/m2
+

+
−2 ν2 + α2 + 2

r2

)
φ1 = 0. (6)

Это уравнение имеет четыре сингулярные точки: три
регулярные и точка r = ∞, которая является нере-
гулярной особенностью ранга 2. Только две особые
точки лежат в физической области переменной r.
Зная функцию φ1, можно найти остальные: сначала
функцию Φ0 (см. (5)), затем – функцию φ2 (см. (6)), и
затем – функции E1 и H1 (см. (1) и (3)).

Вторая возможность следующая: из 4) выра-
жаем Φ0 через φ1, затем из 2) выражаем φ1 через
φ2 и подставляем это в уравнение 6. В результате
находим уравнение для функции φ2:

d2φ2

dr2
+

[
4

r
+

2m2r

m2r2 + 2 ν2
+

+
2 (−m2r + ϵ2r + α ϵ)

m2r2 − ϵ2r2 − 2αϵ r + 2 ν2 − α2

]
dφ2

dr
+

+

[
−m2 + ϵ2 +

2α ϵ
(
2 ν2 − α2 + 2

)
(2 ν2 − α2) r

+

+
4m2

m2r2 + 2 ν2
+

−2 ν2 + α2 + 2

r2
+

+
(
− 4m2rα ϵ+ 4 rα ϵ3 − 8m2ν2+

+4m2α2 + 8 ν2ϵ2 + 4α2ϵ2
)
×

×
(
m2r2 − ϵ2r2 − 2αϵ r + 2 ν2 − α2

)−1

×

×
(
2 ν2 − α2

)−1
]
φ2 = 0. (7)

Это уравнение имеет 6 особых точек, 5 из них
регулярные, а точка r = ∞ является нерегулярной
ранга 2. Знаяφ2, можно найтиΦ0 (см. (5)), затеммож-
но найти φ1 (см. (6)), и затем – выражения для E1 и
H1.

2. Анализ уравнения для функции φ1

Обратимся к анализу уравнения (6) для функ-
ции φ1. Преобразуем его к новым переменным:

x = mr =
Mc

~
r =

r

λ
,

ϵ

m
= E, 2ν2 = Γ2.

В результате получим

d2φ1

dx2
+

(
4

x
− 2x

x2 + Γ2

)
dφ1

dx
+

(
E2 − 1

+
2αE

x
− 2

x2 + Γ2
+
α2 + 2− Γ2

x2

)
φ1 = 0, (8)

или

d2φ1

dx2
+

(
4

x
− 1

x+ iΓ
− 1

x− iΓ

)
dφ1

dx
+

+

(
E2 − 1 +

2αE

x
− i/Γ

x+ iΓ
+

i/Γ

x− iΓ
+

+
α2 + 2− Γ2

x2

)
φ1 = 0. (9)

Здесь имеем три регулярные особые точки x =
0,−iΓ,+iΓ и одну нерегулярную особую точку x =
∞ ранга 2. Построим решения Фробениуса [10,11]
для этого уравнения (пусть µ2 = Γ2 − 2− α2):

d2φ1

dx2
+

(
4

x
− 1

x+ iΓ
− 1

x− iΓ

)
dφ1

dx
+

+

(
E2 − 1 +

2αE

x
− i/Γ

x+ iΓ
+

+
i/Γ

x− iΓ
− µ2

x2

)
φ1 = 0. (10)

Ищем их в виде φ1(x) = xAeBxf(x). Для функции
f(x) получаем уравнение

f ′′ +

(
2A

x
+ 2B +

4

x
− 1

x+ iΓ
− 1

x− iΓ

)
f ′+{

A(A− 1)

x2
+

2AB

x
+B2 +

4

x

A

x
−

− 1

x+ iΓ

A

x
− 1

x− iΓ

A

x
+

4B

x
− B

x+ iΓ
− B

x− iΓ
+

+E2 − 1 +
2αE

x
− i/Γ

x+ iΓ
+

i/Γ

x− iΓ
− µ2

x2

}
f1 = 0 .
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С учетом ограничений на параметры: A = −3/2 ±√
(3/2)2 + µ2, B = ±

√
1− E2 , приходим к

d2f

dx2
+

(
2B +

4 + 2A

x
− 1

x− iΓ
− 1

x+ iΓ

)
df

dx
+

+

(
2AB + 2Eα+ 4B

x
+
iA−BΓ + i

Γ (x− iΓ)
−

− iA+BΓ + i

Γ (x+ iΓ)

)
f = 0. (11)

Чтобы строить решения, пригодные для описания
связанных состояний, выбираем

A = −3

2
+

√(
3

2

)2

+ µ2 > 0 , B = −
√
1− E2 < 0.

Удобно воспользоваться сокращающими обозначе-
ниями:

d2f

dx2
+

(
K +

L

x
− 1

x− iΓ
− 1

x+ iΓ

)
df

dx
+

+

(
a

x
+

b

x− iΓ
− c

x+ iΓ

)
f = 0. (12)

Строим решения последнего уравнения в виде сте-
пенных рядов: f(x) =

∑∞
n=0 dnx

n. После выпол-
нения необходимых вычислений находим четырех-
членное рекуррентное соотношение для коэффици-
ентов ряда:

[K(k − 2) + (a+ b− c)]dk−2+

+[(k− 1)(k− 2) + (L− 2)(k− 1) + iΓ(b+ c)]dk−1+

+[KΓ2k + aΓ2]dk+

+[Γ2(k + 1)k + LΓ2(k + 1)]dk+1 = 0. (13)

Исследуя сходимость ряда по методу Пуанка-
ре–Перрона, получаем два возможных радиуса схо-
димости: Rconv = Γ, +∞. Гарантированный (ми-
нимальный) радиус сходимости – это Γ. Однако лег-
ко показать, что поведение решений около особых
точек ±iΓ задается соотношениями φ1 ∼ (x ±
iΓ)D, D = 0,+2, т.е. ряд f(x) обязательно сходит-
ся в этих особых точках. Поэтому можно полагать,
что радиус сходимости степенного ряда f(x) равен
∞.

Пробуем получить правило квантования энер-
гии, выделяя из всех построенных решений Фробе-
ниуса так называемые трансцендентные [10]. Усло-
вие трансцендентности имеет вид (см. (13)):

K(k − 2) + (a+ b− c) = 0, k ≥ 2. (14)

Находим явный вид этого условия√
1− E2N = Eα, где N ≡ (k − 2) +A+ 1. (15)

Отсюда получаем формулу для уровней энергии
(здесь k − 2 = n = 0, 1, 2, 3, ...)

E =
1√

1 + α2/N2
,

N = n− 1

2
+

√(
3

2

)2

+ µ2. (16)

Учитываяµ2 = j(j+1)−2−α2, перепишемформулу
для энергий в следующем виде:

E =
1√

1 + α2/N2
,

N = n− 1

2
+

√
j(j + 1) +

1

4
− α2, (17)

где j = 1, 2, 3, ..., n = 0, 1, 2, 3, ...

3. Уравнение для функции φ2

Обратимся к анализу уравнения (7) для φ2.
Преобразуем его к виду (напоминаем, что x =
mr, ϵ/m = E, 2ν2 = Γ2)

d2φ2

dx2
+

[
4

x
+

2x

x2 + Γ2
+

+
2αE − 2(1− E2)x

x2(1− E2)− 2αEx+ Γ2 − α2

]
dφ2

dx
+

+

[
−(1− E2) +

2αE(Γ2 − α2 + 2)

Γ2 − α2

1

x
+

4

x2 + Γ2
+

+
2− (Γ2 − α2)

x2
+

1

Γ2 − α2
·

·−4αE(1− E2)x− 4Γ2(1− E2) + 4α2(1 + E2)

x2(1− E2)− 2xαE + Γ2 − α2

]
·

·φ2 = 0. (18)

Корни полинома второй степени

x2(1− E2)− 2xαE + Γ2 − α2 = 0

равны

x1,2 =
αE ±

√
α2E2 − (Γ2 − α2)(1− E2)

1− E2
. (19)

Чтобы оба корня были положительными, необходи-
мо выполнение неравенства

1− E2 <
α2

Γ2
=⇒ j(j + 1) <

α2

1− E2
. (20)

Квантовое число j не может быть ограниченным, на-
оборот, оно может быть как угодно большим. Поэто-
му последнее неравенство невыполнимо. Это озна-
чает, что корни x1,2 квадратного уравнения ком-
плексные и сопряженные друг другу, т.е. лежат вне
физической области изменения переменной x =
mr.

Уравнение (18) можно представить в виде

d2φ2

dx2
+

[
4

x
+

1

x+ iΓ
+

1

x− iΓ
− 1

x− x1
−

− 1

x− x2

]
dφ2

dx
+

[
−(1− E2) +

2αE(Γ2 − α2 + 2)

(Γ2 − α2)

1

x
+
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+
α2 − Γ2 + 2

x2
+

2i

Γ

1

x+ iΓ
− 2i

Γ

1

x− iΓ
+

1

Γ2 − α2
·

·−4αE(1− E2)x− 4Γ2(1− E2) + 4α2(1 + E2)

x2(1− E2)− 2xαE + Γ2 − α2

]
·

·φ2 = 0. (21)

Это уравнение имеет 5 регулярных особых точек (из
них только две лежат в физической области пере-
менной) и одну нерегулярную точку x = ∞ ранга 2:

0, x1, x2, −iΓ, +iΓ ; ∞[2] .

В окрестности точек x1, x2 решения ведут себя так:

φ2(x) = (x− x1)
ρ, φ2(x) = (x− x2)

ρ, (22)

где ρ = 0, 2. В окрестности точек x = ±iΓ решения
ведут себя следующим образом:

φ2(x) = (x± iΓ)σ, σ = 0. (23)

В окрестности точки x = 0 поведение решения опи-
сывается формулойφ2(x) = xA, гдеA является кор-
нем уравнения

A(A− 1) + 4A = (Γ2 − α2)− 2,

и имеет вид

A = −3

2
±
√
(
3

2
)2 + Γ2 − 2− α2. (24)

Напомним, что Γ2 = j(j + 1) ≥ 2. На бесконечности
поведение решений следующее:

φ2(x) = eBx, B = ±
√
1− E2. (25)

Уравнение (21) удобно представлять символи-
чески как

φ′′
2 +

(
a1
x

+
a2

x− iΓ
+

a3
x+ iΓ

+
a4

x− x1
+

+
a5

x− x2

)
φ′
2 +

(
D +

b1
x

+
b

x2
+

b2
x− iΓ

+

+
b3

x+ iΓ
+

b4
x− x1

+
b5

x− x2

)
φ2 = 0. (26)

Строим решения Фробениуса в окрестности точки
x = 0 с помощью подстановки φ2(x) = xAeBxf(x).
Для функции f(x) имеем уравнение

f ′′+

(
2B +

a1 + 2A

x
+

a2
r − iΓ

+
a3

r + iΓ
+

a4
x− x1

+

+
a5

x− x2

)
f ′+

(
(D +B2) +

a1A+ b+A(A− 1)

x2
+

+
a1B − a2A

iΓ + a3A
iΓ − a4A

x1
− a5A

x2
+ b1 + 2AB

x
+

+
a2A
iΓ + a2B + b2

x− iΓ
+

−a3A
iΓ + a3B + b3

x+ iΓ
+

+
a4A
x1

+ a4B + b4

x− x1
+

a5A
x2

+ a5B + b5

x− x2

)
f = 0.

Чтобы следить за решениями, пригодными для опи-
сания связанных состояний, требуем выполнения
условий

B = −
√
1− E2,

A =
3 +

√
1 + 4(Γ2 − α2)

2
> 0. (27)

Результирующее уравнение для функции f(x)
можно символически записать так:

f ′′ +

(
2C +

C1

x
+

C2

x− iΓ
+

C3

x+ iΓ
+

C4

x− x1
+

+
C5

x− x2

)
f ′ +

(
D1

x
+

D2

x− iΓ
+

D3

x+ iΓ
+

+
D4

x− x1
+

D5

x− x2

)
f = 0. (28)

Ищем решения в виде степенного ряда f =∑∞
n=0 dnx

n. В результате приходим к шестичленным
рекуррентным соотношениям:

[2C(n− 4) +D1 +D2 +D3 +D4 +D5] dn−4+

[(n− 3)(n− 4)− 2C(x1 + x2)(n− 3)+

+C1(n− 3) + C2(n− 3) + C3(n− 3) + C4(n− 3)+

C5(n− 3)−D1(x1 + x2)−D2(x1 + x2 − iΓ)−
−D3(x1 + x2 + iΓ)−D4x2 −D5x1]dn−3+

[−(x1 + x2)(n− 2)(n− 3)+ 2C(x1x2 +Γ2)(n− 2)−
−C1(x1 + x2)(n− 2)− C2(x1 + x2 − iΓ)(n− 2)−
−C3(x1+x2+iΓ)(n−2)−C4x2(n−2)−C5x1(n−2)+

+D1(x1x2 + Γ2)−D2(x1iΓ + x2iΓ− x1x2)+

+D3(x1iΓ + x2iΓ + x1x2) +D4Γ
2 +D5Γ

2]dn−2+

[(x1x2+Γ2)(n− 1)(n− 2)− 2C(x1+x2)Γ
2(n− 1)+

+C1(x1x2+Γ2)(n−1)−C2(x1iΓ+x2iΓ−x1x2)(n−1)+

+C3(x1iΓ + x2iΓ + x1x2)(n− 1) + C4Γ
2(n− 1)+

+C5Γ
2(n− 1)−D1(x1 + x2)Γ

2 +D2iΓx1x2−

−D3iΓx1x2 −D4Γ
2x2 −D5Γ

2x1]dn−1+

+[−(x1 + x2)Γ
2n(n− 1) + 2CΓ2x1x2n−

−C1(x1 + x2)Γ
2n+ C2iΓx1x2n−

−C3iΓx1x2n−C4Γ
2x2n−C5Γ

2x1n+D1Γ
2x1x2]dn+

+Γ2x1x2(n+ 1)(n+ C1)dn+1 = 0. (29)

Применяя метод Пуанкаре–Перрона, находим воз-
можные радиусы сходимости:

Rconv = ∞, |Γ|, |x1|, |x2|. (30)

Получим правило квантования энергии, выде-
ляя трансцендентные решенияФробениуса. Условие
трансцендентности имеет вид (см. рекуррентные со-
отношения (29))

Pk−4 = 0, k ≥ 4,
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2C(k − 4) +D1 +D2 +D3 +D4 +D5 = 0, (31)

где
2C = −2

√
1− E2,

D1 = a1B − a2A/iΓ + a3A/iΓ− a4A/x1−

−a5A/x2 + b1 + 2AB,

D2 = a2A/iΓ+a2B+b2, D3 = −a3A/iΓ+a3B+b3,

D4 = a4A/x1+a4B+b4, D5 = a5A/x2+a5B+b5.

Учтем явный вид параметров:

x1 =
αE −

√
α2 − Γ2 + E2Γ2

1− E2
,

x2 =
αE +

√
α2 − Γ2 + E2Γ2

1− E2
,

a1 = 4, a2 = 1, a3 = 1, a4 = −1, a5 = −1,

b1 =
2αE

(
Γ2 − α2 + 2

)
Γ2 − α2

, b2 =
−2i

Γ
, b3 =

2i

Γ
,

b4 = −
2
(
αE +

√
α2 − Γ2 + E2Γ2

)
Γ2 − α2

,

b5 =
2
(
−αE +

√
α2 − Γ2 + E2Γ2

)
Γ2 − α2

.

В результате условие трансцендентности (31) дает
уравнение (помним, что k − 4 ≥ 0)√

1− E2[(k − 4) + (A+ 2)] = αE. (32)

Пусть (k−4)+(A+2) = N, тогда для уровней энер-
гии получаем формулу

E =
1√

1 + α2/N2
, (33)

где

N = n+
1

2
+

√
1

4
+ j(j + 1)− α2,

k − 4 = n = 0, 1, 2, ...

Отметим, что формулы для энергий, полученные
в двух последних разделах, фактически описывают
один и тот же спектр. Это согласуется с тем, что в
соответствии с уравнениями 4) и 5) из системы (3),
функции φ1 и φ2 различаются на элементарный ра-
циональный множитель.

4. Уравнение второго порядка для функции Φ0

Есть простая возможность найти уравнение 2-
го порядка для функции Φ0. Для этого из уравнения
4) в (5) найдем следующее соотношение, связываю-
щее функции Φ0 и φ1:

2ν

r

(
ϵ+

α

r

)
φ1(r) =

(
2ν2

r2
+m2

)
Φ0(r),

или в безразмерных переменных (множитель 2ν
несущественен)

Φ0(x) = 2ν
(Ex+ α)

2ν2 + x2
φ1(x) = F (x)φ1(x). (34)

Если воспользоваться известным уравнением
2-го порядка для функции φ1

∆φ1 = 0, φ1 = F−1Φ0,

то можно получить и уравнение 2-го порядка для Φ0

∆F−1Φ0 = 0 =⇒ F∆F−1Φ0 = 0.

Таким образом, уравнение для функции Φ0 таково:

Ex+ α

2ν2 + x2
∆
2ν2 + x2

Ex+ α
Φ0 = 0, (35)

где оператор ∆ равен (см. (8))

∆ =
d2

dx2
+

(
4

x
− 2x

x2 + Γ2

)
d

dx
+ E2 − 1+

+
2αE

x
+
α2 + 2− Γ2

x2
− 2

x2 + Γ2
.

Уравнение (35) легко приводится к следующему виду
(учитываем 2ν2 = Γ2):

d2Φ0

dx2
+

[
4

x
− 2E

Ex+ α
+

2x

x2 + 2 ν2

]
dΦ0

dx
+

+

[
2E

(
α2 − 2

)
xα

+
−2 ν2 + α2 + 2

x2
+

8ν2

(x2 + 2ν2)2
+

+
2
(
4E2ν2 + 3α2

)
E2

(2E2ν2 + α2) (Ex+ α)α
+E2−1+

2E2

(Ex+ α)2
+

+
−2Eαx+ 4E2ν2 + 4α2

(x2 + 2ν2) (2E2ν2 + α2)

]
Φ0 = 0. (36)

Исследовать это уравнение нет необходимости, по-
скольку оно должно приводить к спектру энергий,
совпадающему со спектром, полученным выше из
уравнений для функций φ1 и φ2, отличаясь от этих
функций простыми множителями.

5. Анализ второго уравнения для функции Φ0

Важнымфактом является то, что для перемен-
ной Φ0(x), комбинируя исходную систему уравнений
из 6 переменных, можно вывести другое дифферен-
циальное уравнение 2-го порядка для функции Φ0,
которое приводит к другому спектру энергий. Чтобы
вывести это второе уравнение для Φ0(x), с самого
начала будем исходить из уравнений, записанных в
безразмерных величинах:

1) E1 = − 1

2ν
xΦ0,

2) (E +
α

x
)E1 + (

d

dx
+

1

x
)H1 + φ1 = 0,

3)
2ν

x
H1 = φ2, 4) − (E +

α

x
)φ1 +

ν

x
Φ0 = E1,
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5) (E +
α

x
)φ2 +

d

dx
Φ0 = 0,

6) (
d

dx
+

1

x
)φ1 +

ν

x
φ2 +H1 = 0. (37)

Сначала с помощью уравнений 3) и 4) исклю-
чим функции φ2 и E1:

1) − 2ν

x
(E +

α

x
)φ1 + (

2ν2

x2
+ 1)Φ0 = 0,

2) (
d

dx
+
1

x
)H1+(E+

α

x
)
ν

x
Φ0+[1−(E+

α

x
)2]φ1 = 0,

5)
d

dx
Φ0 +

2ν

x
(E +

α

x
)H1 = 0,

6) (
d

dx
+

1

x
)φ1 + [(1 +

2ν2

x2
)H1 = 0. (38)

Подействуем на уравнение 5) оператором d
dx :

d2

dx2
Φ0 −

2ν

x2
(E +

α

x
)H1 −

2ν

x

α

x2
H1+

+
2ν

x
(E +

α

x
)
d

dx
H1 = 0.

Затем с помощью уравнения 2)

d

dx
H1 =

= −
[
1

x
H1 + (E +

α

x
)
ν

x
Φ0 + [1− (E +

α

x
)2]φ1

]
,

получим [
d2

dx2
− 2ν2

x2
(E +

α

x
)2
]
Φ0−

−
[
2ν

x2
(E +

α

x
) +

2ν

x

α

x2
+

2ν

x2
(E +

α

x
)

]
H1−

−2ν

x
(E +

α

x
)
[
1− (E +

α

x
)2
]
φ1 = 0.

Чтобы исключить отсюда функцию φ1, воспользуем-
ся уравнением 1) из (38):

2ν

x
(E +

α

x
)φ1 = (1 +

2ν2

x2
)Φ0.

В результате приходим к[
d2

dx2
+ (E +

α

x
)2 − 1− 2ν2

x2

]
Φ0−

−4ν

x2
(E +

α

x
)H1 −

2ν

x

α

x2
H1 = 0. (39)

Теперь воспользуемся уравнением 5) из (38)

d

dx
Φ0 +

2ν

x
(E +

α

x
)H1 = 0,

тогда получим[
d2

dx2
+ (E +

α

x
)2 − 1− 2ν2

x2
+

2

x

d

dx

]
Φ0−

−2ν

x

α

x2
H1 = 0.

Наконец, воспользовавшись еще раз уравнением 5)
из (38):

− x

2ν

1

(E + α
x )

d

dx
Φ0 = H1 ,

приходим к нужному уравнению второго порядка для
функции Φ0[

d2

dx2
+

(
3

x
− E

Ex+ α

)
d

dx
+ E2 − 1+

+
2Eα

x
+
α2 − 2ν2

x2

]
Φ0 = 0. (40)

Уравнение (40) при переходе к переменной z
по формуле x = − α

E z принимает вид

d2Φ0

dz2
+

(
3

z
− 1

z − 1

)
dΦ0

dz
+

+

(
α2 − α2

E2
− 2α2

z
− 2ν2 − α2

z2

)
Φ0 = 0. (41)

Далее будем пользоваться обозначениями

γ2 = 2ν2 − α2 = j(j + 1)− α2 > 0,

−Λ2 = −(−α2 +
α2

E2
) = −α2 1− E2

E2
< 0, (42)

тогда уравнение (41) запишется так:

d2Φ0

dz2
+

(
3

z
− 1

z − 1

)
dΦ0

dz
+

+

(
−Λ2 − 2α2

z
− γ2

z2

)
Φ0 = 0. (43)

Оно имеет две регулярные точки z = 0, 1 и одну
нерегулярную точку z = ∞ ранга 2.

Рассмотрим поведение функций Φ0(z) около
точки z = 0

d2Φ0

dz2
+

3

z

dΦ0

dz
− γ2

z2
Φ0 = 0,

Φ0 ∼ zA, A = −1 +
√
1 + γ2 > 0. (44)

Связанным состояниям соответствуют положитель-
ные значения для A.

В области z = +∞ решения ведут себя так:

d2Φ0

dz2
+

2

z

dΦ0

dz
− Λ2Φ0 = 0,

Φ0 = e+
√
Λ2z = e−

√
M2c4−E2r/~c. (45)

Выберем решения, затухающие на бесконечности.
Будем строить решения уравнения (41) в следующем
видеΦ0(z) = zAeBzf(z), тогда уравнение для функ-
ции f таково

f ′′ +

(
2B +

2A+ 3

z
− 1

z − 1

)
f ′+
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+

(
(B2 − Λ2) +

A2 + 2A− γ2

z2
+

+
2AB +A+ 3B − 2α2

z
− A+B

z − 1

)
f = 0.

Выбрав A и B в виде A = −1 +
√
1 + γ2, B =

+
√
Λ2, приводим уравнение к более простому виду

f ′′ +

(
2B +

2A+ 3

z
− 1

z − 1

)
f ′+

+

(
2AB +A+ 3B − 2α2

z
− A+B

z − 1

)
f = 0. (46)

Оно может быть отождествлено с вырожденным
уравнением Гойна [10, 11]:

f ′′ +

(
−t+ c

z
+

d

z − 1

)
f ′ +

λ− taz

z(z − 1)
f = 0, (47)

где параметры заданы равенствами

t = −2B, c = 2A+ 3, d = −1,

−λ = 2AB + 3B +A− 2α2,

−ta = 2BA+ 2B − 2α2. (48)

Для параметра a находим следующее выражение:

a = A+ 1− α2

B
= +

√
1 + γ2 − α2

Λ
. (49)

Решения уравнения для f(z) в окрестности
точки z = 0 будем строить в форме степенных ря-
дов: f(z) =

∑∞
k=0 dkz

k, что приводит к трехчленным
рекуррентным соотношениям

cd1 + λd0 = 0,

t(k − 1 + a)dk−1 − [k(k − 1 + t+ d+ c) + λ]dk+

+(k + 1)(k + c)dk+1 = 0, k = 1, 2, 3, ... . (50)

Рекуррентную формулу можно переписать так:

Pkdk − (Qk + λ)dk+1 +Rkdk+2 = 0,

Pk = t(k − 1 + a), Qk = k(k − 1 + t+ d+ c),

Rk = (k + 1)(k + c), k = 1, 2, ... . (51)

Соотношение (51) эквивалентно следующему:

1

k2
Pk − 1

k2
(Qk + λ)

dk+1

dk
+

1

k2
Rk

dk+2

dk+1

dk+1

dk
= 0.

Отсюда при k → ∞ находим простое алгебраиче-
ское соотношение:

lim
k→∞

dk+1

dk
= lim

k→∞

dk+2

dk+1
= r, r2 − r = 0.

Согласно методу Пуанкаре–Перрона, заключаем,
что минимальный радиус сходимости равенRconv =
1. Поведение решений около точки z = 1 следую-
щее: Φ0 ∼ (z − 1)ρ, ρ = 0, 2. Другая возможность
для радиуса сходимости – это Rconv = ∞.

Если наложить условие Pn = 0, то приходим к
классу трансцендентных вырожденных функций Гой-
на [10]:

Pk = 0, −a = k − 1 = n, n = 0, 1, 2, ... (52)

Это условие дает следующее правило квантования:

n+
√
1 + γ2 =

α2

Λ
≡ α

√
E2

1− E2
,

откуда следует формула для уровней энергии

E =
1√

1 + α2/N2
,

N = n+
√
j(j + 1) + 1− α2. (53)

Обращаем внимание на то, что она отличается от
формулы для энергий (33). Последнее означает, что
выведенное уравнение 2-го порядка для функции Φ0

описывает класс состояний, отличных от состояний,
определяемых как решения уравнения для φ1, а так-
же для связанной с ней простым множителем функ-
ции φ2. Из общих соображений и следует ожидать,
что система из 6 уравнений описывает два класса со-
стояний векторной частицы в кулоновском поле.

Нужно обратить внимание на то, что согласно
уравнениям 1) и 4) в (37), две функции связаны про-
стым множителем:

Φ0(x) = 2ν
α+ Ex

2ν2 + x2
φ1(x). (54)

Если подставить это выражение для Φ0 в уравнение
(40), то для функции φ1(x) получим уравнение, от-
личное из решенного выше уравнения (9),(10). Убе-
димся в этом. Исходим из соотношения связи

Φ0(x) = f(x)φ1(x), f(x) =
xE + α

2ν2 + x2

и из уравнения (40) для Φ0[
d2

dx2
+

(
3

x
− E

Ex+ α

)
d

dx
+ E2 − 1+

+
2Eα

x
+
α2 − 2ν2

r2

]
Φ0 = 0. (55)

В результате получим следующее уравнение для φ1:

φ′′
1 +

(
3

x
− E

Ex+ α
+

2E

Ex+ α
− 4x

2ν2 + x2

)
φ′
1+

+

[(
E

Ex+ α
− 2x

2ν2 + x2

)2

− E2

(Ex+ α)2
−

− 2

2ν2 + x2
+

4x2

(2ν2 + x2)2
+

+

(
3

x
− E

Ex+ α

)(
E

Ex+ α
− 2x

2ν2 + x2

)
+

+E2 − 1 +
2Eα

x
+
α2 − 2ν2

x2

]
φ1 = 0. (56)
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Формальная сложность этого уравнения для φ1(x) в
сравнении с уравнением (40) дляΦ0(x) иллюзорная,
поскольку обратной подстановкой эти лишние сингу-
лярности можно убрать из уравнения, в результате
придем к (40). Отметим, что выведенное уравнение
(56) для φ1 отличается от решенного выше уравне-
ния (10). Это означает, что классы решений, опреде-
ляемые двумя разными уравнениями для φ1(x), раз-
личны.

6. Заключение

Выполнен анализ системы из шести радиаль-
ных уравнений, описывающей состояния с четностью
P = (−1)j для векторной частицы в кулоновском по-
ле. С учетом обобщенного условия Лоренца показа-
но, что одна функция из шести обязана обращаться в
нуль, следовательно, имеем систему из шести урав-
нений для пяти неизвестных функций. Показано, что
в качестве независимой можно выбирать одну любую
функцию из этих пяти, при этом для нее получаем
два разных дифференциальных уравнения 2-го по-
рядка, которые можно связать с двумя подклассами
состояний. Эти независимые уравнения 2-го порядка
найдены в явном виде, построены их решения Фро-
бениуса, методом Пуанкаре–Перрона исследована
сходимость вовлеченных в эти решения степенных
рядов. Для получения правила квантования исполь-
зуется условие трансцендентности решений Фробе-
ниуса. В обоих случаях условия трансцендентности
дают разумные с физической точки зрения формулы
для спектров энергии, причем эти спектры различа-
ются между собой.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке гранта БРФФИ Ф20РА-007 в рамках сотрудниче-
ства НАН Беларуси и Румынской Академии.
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Àííîòàöèÿ

Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðåíò-
ãåíîâñêîé äèíàìè÷åñêîé äèôðàêöèè èññëåäîâàíà
ôîêóñèðîâêà êëèíîâûõ ìíîãîñëîéíûõ Ëàóý ëèíç
(ÌËË). Ïîêàçàíî, ÷òî îïóáëèêîâàííûå ðàíåå ðå-
çóëüòàòû À. Àíäðåé÷óêîì è äð. [A. Andrejczuk
et al., Nuclear Instruments and Methods in Physics
Research B, 364 (2015) 60] íå ñîîòâåòñòâóþò óñëî-
âèÿì Ëàóý äèôðàêöèè, è ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå î
ôîêóñèðîâêå ÌËË ÿâëÿþòñÿ íåïðàâèëüíûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:
êëèíîâûå ìíîãîñëîéíûå Ëàóý ëèíçû, äèíàìè÷å-
ñêàÿ ðåíòãåíîâñêàÿ äèôðàêöèÿ, ðåíòãåíîâñêàÿ
ôîêóñèðîâêà

Abstract

Focusing of wedge multilayer Laue lenses is stud-
ied based on the numerical solution of the X-ray dy-
namic diffraction equations. It is shown that the re-
sults published earlier by Andreichuk et al. [Nucl.
Instr. Meth. Phys. Res. B 364 (2015) 60] do not
correspond to the Laue diffraction conditions, and,
consequently, the data on MLL focusing are incor-
rect.

Keywords:
wedge multilayer Laue lenses, dynamic X-ray
diffraction, X-ray focusing

•
Introduction

The paper [1] presents theoretical results on
the focusing properties of a one-dimensional multilayer
wedge Laue lens (MLL). The calculations were per-
formed using the beam propagation method for a lens
that focuses X-rays with an energy of 20 keV to a spot
size of less than 5 nm. The method used by the authors
and the results obtained on its basis are highly ques-
tionable. In [1], it is not shown how the beam propaga-
tion method is related to the multilayer Laue lens struc-
ture, how the X-ray Laue diffraction of an aperiodic multi-
layer structure is described using the beam propagation
method, and finally, what is the distribution of the trans-
mission and diffraction intensities inside the MLL at an
angle of X-ray beam incidence α = 8.5 mrad. Moreover,
the authors [1] consider the distribution of the dielectric
constant D(Xi) in the lens as a periodic trapezoidal func-
tion, while this distribution should correspond to the con-
figuration of the Fresnel zone plate. Therefore, the pur-
pose of this paper is to provide an alternative description
of the MLL focusing based on the dynamic Laue diffrac-
tion theory and to compare the results obtained with the
data of the paper [1].

Diffraction equations

Dynamical Laue X-ray diffraction in periodic me-
dia differs from diffraction in Bragg geometry [2]. One
of the differences is the Pendellösung effect, when
the intensities of the transmission and diffraction X-ray
waves oscillate into the periodic medium. The period of
such Pendellösung oscillations (Pendellösung distance)
in the symmetrical Laue geometry is equal to Λ0 =
λ |cos θB| /(C |χ1|), where λ is the X-ray wavelength,
θB is the Bragg angle, C is the polarization factor, and
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χ1 is the Fourier component of the X-ray polarizability in
the diffraction direction.

Direct calculations of the distribution of X-ray in-
tensities inside the multilayer Laue lens have not yet
been carried out. Such calculations, in contrast to the
traditional dynamical theory [2], should be performed tak-
ing into account the spatial restriction of X-ray beams [3-
7].

For a rigorous calculation of the intensity distribu-
tion inside theMLL, we use the Takagi - Taupin equations
[8, 9] in an oblique coordinate system (Fig. 1):

Fig. 1. Schematic representation of X-ray diffraction
in a wedged multilayer Laue lens.
Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðåíòãåíîâñêîé
äèôðàêöèè â ÌËË.

δE0(η;s0,s1)
δs0

= i a1fDWE1(η; s0, s1),
δE1(η;s0,s1)

δs1
= i (η +Φ(s0, s1))E0(η; s0, s1)+

+i a1fDWE0(η; s0, s1),
(1)

whereE0,1(η; s0, s1) are the amplitudes of the transmis-
sion E0 and diffraction E1 of X-ray wave, Φ(s0, s1) =
2πε(s0, s1) sin θB/d, ε(s0, s1) = ∆(s0, s1)/d is the
relative mismatch of the MLL period, d is the average
MLL period, a0 = πχ0/λ, a1 = Cπχ1/λ, η =
2πω sin(2θB)/λ is the angular parameter, ω is the de-
viation of the X-ray beam from the Bragg angle θB ,
fDW is the statistic Debye-Waller factor. The Fourier
coefficients of X-ray polarizability for a structure with a
two-layer period in the direction of transmission χ0 and
diffraction χ1 are written as

χ0 =
χtdt + χbdb

d
, χ1 =

χt − χb

π
sin

(
πdt
d

)
.

Here χt,b and dt,b the Fourier coefficients of polariz-
ability and thicknesses of the upper (t) and lower (b)
layers of the period of the multilayer structure. X-ray
polarizabilities of chemical elements are calculated us-
ing table values of optical constants: χj = 2(δj + iβj),

δj = r0
Njλ

2

2π

(
Zj +∆f ′j

)
, βj = −r0Njλ

2

2π ∆f ′′j , j = t,
b indicates the corresponding layer in the period of the
multilayer structure, r0 = e2/(mc2) is the classical elec-
tron radius, e and m are the electron charge and mass,
Nj is the atomic density, Z is the number of electrons in
an atom,∆f ′j and∆f

′′
j are the dispersion corrections to

the atomic amplitude.

The structure of MLL corresponds to the design of
periodically alternating layers of heavy and light material
according to the law of the Fresnel zone plate [1].

rn(x) = G(x)

√
nλf +

n2λ2

4
,

where n is the layer number, f is the focal length of the
zone plate, λ is the wavelength of the incident X-ray ra-
diation, G(x) = 1− g x, g = 0.5f−1. The width of the
n-th zone is defined as

∆rn(x) = G(x)
λf

2rn

√
1 +

r2n
f2
.

Therefore, MLL is a multilayer structure with variable pe-
riod

dm(x) = 2∆rm(x) = d+∆dm(x),

where d is the average MLL period, ∆dm(x) is the mis-
match of the period with the number m (m = 2n) rela-
tive to the average period. The relative mismatch of the
MLL period can be written as

εm(x) =
∆dm(x)

d
= ε(x, z)G(x).

The structure of MLL, the geometry of X-ray
diffraction, and the characteristics of X-ray radiation in
numerical simulation corresponded to the parameters
used in [1]. The total number of MLL layers isN = 5822,
the number of layers illuminated by the X-ray beam was
5500 (Mz = 2750 is the number of periods) [1]. For
hard X-ray radiation (wavelength is 0.062 nm) accord-
ing to the law of the Fresnel zone plate, the focal length
corresponds to f = 1.25mm. The size of the first zone
is ∆r1 = 13.9 nm, the last zone is ∆r2Nz = 1.8 nm.
For the width Lz = 16.7 µm of the incident X-ray beam
on the MLL, the minimum illuminated Laue lens period is
3.65 nm, and the maximum one is 17 nm. The average
MLL period is d = Lz/Mz = 6 nm, which corresponds
to a Bragg angle of 5.2mrad. The maximum mismatch
of the MLL period is 11 nm, the minimum mismatch is
2.3 nm. The parameter g = 0.4 mm−1, the coefficient
G(x) varies from 1 to 0.994. The map of relative mis-
matches of the MLL period is shown in Fig. 2.
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Fig. 2. Map of the relative mismatch of the MLL pe-
riod ε(x, z) on a linear scale. The ratio of ε(x, z) values
between adjacent lines is 0.1. The maximum value of
the relative period mismatch is εmax(x, z) = 1.833 (red
color) and the minimum value is εmin(x, z) = −0.394
(purple color).
Ðèñ. 2. Êàðòà îòíîñèòåëüíîãî ðàññîãëàñîâàíèÿ ïåðè-
îäà ÌËË ε(x, z) â ëèíåéíîì ìàñøòàáå. Îòíîøåíèå
çíà÷åíèé ε(x, z) ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè 0.1. Ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîãî ðàññîãëàñîâàíèÿ
ïåðèîäà εmax(x, z) = 1.833 (êðàñíûé öâåò) è ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå εmax(x, z) = −0.394 (ôèîëåòîâûé
öâåò).

X-ray fields inside a wedge multilayer Laue lens

The calculations of the X-ray intensity distribution
inside the MLL were performed using equations (1). The
numerical algorithm of the “half-step derivative” was ap-
plied [7]. In addition, X-ray fields were calculated on
the basis of the two-dimensional Takagi – Taupin equa-
tions in the Cartesian coordinate system using the Runge
– Kutta method [10], as well as two-dimensional recur-
rence relations was employed [3, 4]. All these methods
led to the same result, which ultimately was a guarantee
of the correctness of the calculations.

X-ray diffraction was calculated in MLL, consist-
ing of alternating layers of tungsten (W ) and silicon car-
bide (SiC) [1]. In the calculations, we used the optical
constants of tungstenχW = (−1.596 + i 0.125) · 10−3

and silicon carbide χW = (−0.334 + i 0.00092) · 10−3

for an X-ray energy of 20 keV [11–13].
The lateral size of the MLL is Lx = 7.7 µm

(Fig. 1), which corresponds to half the Pendellösung dis-
tance. This length of the lens gives the maximum in-
tensity of the diffraction beam at the exit from the right
face of the MLL (Fig. 3). The intensity distribution of the
transmission and diffraction X-ray beams inside the MLL
is shown in Fig. 3.

Fig. 3. The intensity distribution of the diffraction
(1) and transmission (2) X-ray waves inside the W/SiC
MLL for an X-ray wavelength of 0.062 nm.
Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè äèôðàêöèîí-
íîé (1) è ïðîõîäÿùåé (2) ðåíòãåíîâñêîé âîëíû âíóò-
ðè ÌËË W/SiC äëÿ äëèíû ðåíòãåíîâñêîé âîëíû
0.062 nm.

The results of numerical simulation of the intensity
distribution of the X-ray fields inside the MLL are shown
in Fig. 4 — Fig. 7. The intensity maps of the X-ray wave
fields are given on a linear scale, the ratio between adja-
cent lines is 0.1. Red color refers to the maximum value
of intensity, purple color corresponds to the minimum in-
tensity.

Fig. 4 and Fig. 5 shows the intensity distributions
of the diffraction and transmission X-ray beam inside the
MLL for angular deviation ω = 0. The intensity incident
on the left face of the MLL is I0 =

∣∣∣E(in)
0

∣∣∣ = 1 (Fig. 1).
The maximum diffraction intensity Id = 0.64 is concen-
trated near the right face of the MLL (red spot in Fig. 4
and curve 1 in Fig. 8). In this region, the transmission in-
tensity is It ≈ 0 (purple spot in Fig. 5, curve 2 in Fig. 8).

Fig. 4. The intensity distribution map of the diffrac-
tion X-ray beam inside the MLL for angular deviation
ω = 0 (the X-ray incidence angle is α = θB = 5.2 mrad
for the average MLL period d = 6 nm).
Ðèñ. 4. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äèôðàê-
öèîííîãî ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà âíóòðè ÌËË äëÿ ω =
0 (óãîë ïàäåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà α = θB =
5.2 mrad äëÿ ñðåäíåãî ïåðèîäà ÌËË d = 6 nm).

Fig. 5. The intensity distribution map of the transmis-
sion X-ray beam inside the MLL for angular deviation
ω = 0 (the X-ray incidence angle is α = θB = 5.2 mrad
for the average MLL period d = 6 nm).
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Ðèñ. 5. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïðîõî-
äÿùåãî ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà âíóòðè ÌËË äëÿ ω =
0 (óãîë ïàäåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà α = θB =
5.2 mrad äëÿ ñðåäíåãî ïåðèîäà ÌËË d = 6 nm).

By increasing the angular deviation (ω =
1.7mrad, α = θB + ω = 6.8mrad (Fig. 1)), the max-
imum diffraction intensity Id = 0.64 does not change.
The diffraction spot increases and shifts downward along
the right face of the MLL (Fig. 6, Fig. 9, curve 1). The in-
tensity of the transmission beam has a minimum value
of It ≈ 0 (Fig. 9, curve 2).

Fig. 6. The intensity distribution map of the X-ray
diffraction beam inside the MLL for angular deviation
ω = 1.7 mrad, the X-ray incidence angle is α = θB+ω =
6.8 mrad.
Ðèñ. 6. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äèôðàê-
öèîííîãî ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà âíóòðè ÌËË äëÿ ω =
1.7 mrad, óãîë ïàäåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà α =
θB + ω = 6.8 mrad.

Fig. 7. The intensity distribution map of the X-ray
diffraction beam inside the MLL for angular deviation
ω = 3.3 mrad, the X-ray incidence angle is α = θB+ω =
8.5 mrad.
Ðèñ. 7. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè äèôðàê-
öèîííîãî ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà âíóòðè ÌËË äëÿ ω =
3.3 mrad, óãîë ïàäåíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî ïó÷êà α =
θB + ω = 8.5 mrad.

However, a further increase in angular deviation
to a value of 3.3 mrad (the X-ray incidence angle is
α = θ+ω = 8.5mrad) disturbs the diffraction condition
in the MLL (Fig. 7). The maximum value of the diffraction
intensity Id = 0.065 decreased by 10 times and was not
placed at the right face of the MLL, but located inside the
lens. In this case, the Pendellösung effect is disturbed,
X-ray diffraction is suppressed, and the maximum value
of the reflected intensity is 0.04 at the bottom of the MLL

(Fig. 7). Thus, the information on focusing by the wedge
multilayer Laue lens presented in [1] is incorrect. Fo-
cusing of the diffraction beam for the angle of incidence
α = 8.5mrad, as presented in [1], is not possible, since
the Laue X-ray diffraction conditions are not satisfied at
this incident angle.

Fig. 8. The intensity distribution of the diffraction
(1) and transmission (2) X-ray wave coming out of the
W/SiC MLL. The angular deviation is ω = 0 mrad.
Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè äèôðàêöèîí-
íîé (1) è ïðîõîäÿùåé (2) ðåíòãåíîâñêîé âîëíû, âû-
õîäÿùåé èç ÌËË W/SiC ñ óãëîâûì îòêëîíåíèåì
ω = 0 mrad.

Fig. 9. The intensity distribution of the diffraction
(1) and transmission (2) X-ray wave coming out of the
W/SiC MLL. The angular deviation is ω = 1.7 mrad.
Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè äèôðàêöèîí-
íîé (1) è ïðîõîäÿùåé (2) ðåíòãåíîâñêîé âîëíû, âû-
õîäÿùåé èç ÌËË W/SiC ñ óãëîâûì îòêëîíåíèåì
ω = 1.7 mrad.

Focusing of diffraction intensity

The amplitude E1(z
′) of X-ray wave exiting from

the right face of the MLL propagates outside the mul-
tilayer structure according to the Fresnel-Kirchhoff law
[14]

E1(xd, zd) = cos θB

∫
dz′P (xd, zd − cos θBz

′)E1(z
′),

where E1(xd, zd) is the amplitude of the diffraction
X-ray wave in the plane of the detector (Fig. 1),
P (x, z) = (iλx)−1/2 exp(iπz2/(λx)) is the propagator
of X-ray wavefield [14].
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Fig. 10. The distribution map of the focused intensity
of a diffraction beam coming out of the MLL in the case
of ω = 0.
Ðèñ. 10. Êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ñôîêóñèðîâàííîé èí-
òåíñèâíîñòè äèôðàêöèîííîãî ïó÷êà, âûøåäøåãî èç
ÌËË â ñëó÷àå ω = 0.

Fig. 11. The normalized intensity distribution of the
focal spot (1) and the outgoing X-ray beam from the
MLL (2).
Ðèñ. 11. Íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíî-
ñòè ôîêóñíîãî ïÿòíà (1) è âûõîäÿùåãî ðåíòãåíîâñêî-
ãî ïó÷êà èç ÌËË (2).

In Fig. 8 themap of the focused intensity of diffrac-
tion beam exiting from the MLL at ω = 0 depending on
the position of the detector xd is represented. The dis-
tance to themiddle of the focal spot shown in Fig. 8 by the
red line is 73mm, while according to the law of the Fres-
nel zone plate it should be 1.25 mm. Fig. 9 shows the
normalized intensity distributions of the focal spot (curve
1) and the exiting X-ray beam from the MLL (curve 2).
The focal spot size at half full intensity is 960 nm, which
does not agree with the value of 5 nm [1].

Features of X-ray diffraction by aperiodic structures

Calculations performed using rigorous equations
of the dynamical theory show that diffraction focusing by
multilayer structures is very different from focusing by
Fresnel zone plates. The supposition that wedged mul-
tilayer Laue lens is more effective than flat MLL is rather
controversial [15]. Wedge-shaped layers create inhomo-
geneity not only in thickness z, but also in width x of the
multilayer structure (Fig. 1), thereby leading to a distur-
bance of the Pendellösung effect in MLL. In the diffrac-
tion equations (1), the phase changes caused by the
mismatch of the MLL period are determined by the pa-
rameter η +Φ(s0, s1). In papers [16, 17], X-ray diffrac-
tion in a structure with the linear lattice period variation
was considered, and the optical principle of ”phase lay-
ers” was developed to describe diffraction. According to

this optical principle, in the aperiodic structure, the Bragg
diffraction condition will be satisfied in a layer of thick-
ness l1, if in the equations (1) η +Φ(s0, s1) < π/l1 or
from here, l1 ≈ 0.5 d/(cos θBω + ε̄ sin θB), where ε̄ is
the average relative mismatch of the period in the layer
l1. If the mismatch of the layers is zero, that is, the pe-
riod of the multilayer structure is constant, then l1 → ∞.
In other words, diffraction will be observed if Bragg’s law
is satisfied:

2(d±∆d) sin (θB ∓ ω) = λ.

Even when the angular deviation ω = 0, X-ray diffraction
is performed in a narrow area of the MLL with a period
d +∆dm = d (1 + εm) until the phase changes of the
X-ray waves remove the beam from the diffraction con-
dition. The width of this area is equal to the thickness of
the phase layer l1. In our case, at ω = 0, ε̄ = 0.148, the
size of the diffraction area l1 ≈ d/(2ε̄ sin θB) = 3.9µm,
which is consistent with the width of the diffraction beam
3.8 µm (Fig. 11). By changing the diffraction angle
by ω = 1.7 mrad, the size of the diffraction area is
l1 = 8.6 µm, however, the size of the exiting diffrac-
tion beam is 7.7 µm (Fig. 9). This is due to the fact that
not all MLL periods of the “phase layer” l1 = 8.6 µm par-
ticipate in diffraction. At the angle of the incident beam
α = 8.5mrad [1], under diffraction conditions there is
only one, the smallest MLL period, and diffraction from
the l1/2 layer is extinguished by the “antiphase layer” l2
[16, 17].

Conclusion remarks

Thus, in the present work, for the first time, the re-
sults of numerical simulation of X-ray wave fields inside
a wedge multilayer Laue lens are presented. Due to the
mismatches of the MLL period, the diffraction condition
will not cover the entire volume of the lens, but only its
insignificant area. This area in Fig. 1 is schematically re-
stricted by red lines. The size of this area depends on
the average relative mismatch ε̄ of the mismatch period
and the incidence angle of the X-ray beam α. Conse-
quently, the intensity distribution of the X-ray wavefields
inside theMLL is more likely related to the “collimation” of
the X-ray beam, and not to its focusing. Moreover, such
“collimation” is not connected to the configuration of the
Fresnel zone plate [15]. Also it was shown that for the
incidence angle of the X-ray beam α = 8.5 mrad on
the MLL, the Laue diffraction condition is not satisfied,
therefore, the results of [1] are erroneous.
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ÏÐÀÂÈËÀ ÄËß ÀÂÒÎÐÎÂ
æóðíàëà «Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ»
ñåðèè «Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè»

Æóðíàë ïóáëèêóåò íàó÷íî-àíàëèòè÷åñêèå îáçîðû (îáúåì äî 1,5 ï.ë.), îðèãèíàëüíûå ñòàòüè
(äî 0,8 ï.ë) è êðàòêèå ñîîáùåíèÿ (äî 0,3 ï.ë.) ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê.
01.01.02 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
01.01.03 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà
01.01.04 Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ
01.01.05 Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà
01.02.04 Ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà
01.04.02 Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà
01.04.07 Ôèçèêà êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
05.13.01 Ñèñòåìíûé àíàëèç, óïðàâëåíèå è îáðàáîòêà èíôîðìàöèè

Ñòàòüè äîëæíû îòðàæàòü ðåçóëüòàòû çàêîí÷åííûõ è ìåòîäè÷åñêè êîððåêòíî âûïîëíåííûõ
èññëåäîâàíèé. Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî áûòü ÿñíûì, ëàêîíè÷íûì è ïîñëåäîâàòåëüíûì.

Íàïðàâëÿÿ ñòàòüþ â íàø æóðíàë, Âû ñîãëàøàåòåñü ñ íàøèì Ïîëîæåíèåì î ïóáëèêàöèîííîé
ýòèêå æóðíàëà (ïðèâåäåíî íà ñàéòå æóðíàëà). Ðåøåíèå î ïóáëèêàöèè ïðèíèìàåòñÿ ðåäàêöèîííîé
êîëëåãèåé æóðíàëà ïîñëå ðåöåíçèðîâàíèÿ, ñ ó÷åòîì íîâèçíû, íàó÷íîé çíà÷èìîñòè è àêòóàëüíîñòè
ïðåäñòàâëåííûõ ìàòåðèàëîâ. Ñòàòüè, îòêëîíåííûå ðåäàêöèîííîé êîëëåãèåé, ïîâòîðíî íå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ.

Ê ïóáëèêàöèè òàêæå ïðèíèìàþòñÿ êîììåíòàðèè ê ðàíåå îïóáëèêîâàííûì ðàáîòàì, èíôîð-
ìàöèÿ î íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ, ðåöåíçèè íà êíèãè, õðîíèêà ñîáûòèé íàó÷íîé æèçíè.

Îáùèå òðåáîâàíèÿ ê îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé
Ñòàòüè äîëæíû ñîïðîâîæäàòüñÿ íàïðàâëåíèåì òîãî íàó÷íîãî ó÷ðåæäåíèÿ, ãäå áûëà âûïîë-

íåíà ðàáîòà, à òàêæå ýêñïåðòíûì çàêëþ÷åíèåì î âîçìîæíîñòè îïóáëèêîâàíèÿ â îòêðûòîé ïå÷àòè.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü ýêñïåðòíîå çàêëþ÷åíèå, àâòîð (àâòîðû) ñòàòüè ìî-
ãóò ïîäàòü çàÿâëåíèå íà ïðîâåäåíèå ýêñïåðòèçû â ÔÈÖ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ. Ñòàòüÿ äîëæíà áûòü
ïîäïèñàíà âñåìè àâòîðàìè (àâòîðîì) ñ óêàçàíèåì (ïîëíîñòüþ) ôàìèëèè, èìåíè, îò÷åñòâà, ìåñòà ðà-
áîòû, ñëóæåáíîãî òåëåôîíà è e-mail. Ðåêîìåíäóåòñÿ óêàçàòü àâòîðà, êîòîðûé áóäåò âåñòè ïåðåïèñêó
ñ æóðíàëîì.

Â ðåäàêöèþ ïîäàåòñÿ ðóêîïèñü ñòàòüè â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ — â ïå÷àòíîì è ýëåêòðîííîì
âàðèàíòàõ. Ïðè ïîäãîòîâêå ýëåêòðîííîãî âàðèàíòà ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü èçäàòåëüñêèé
ïàêåò LATEX ñî ñòèëåâûì ôàéëîì ñåðèè (âûëîæåí íà ñàéòå æóðíàëà). Ýëåêòðîííàÿ è áóìàæíàÿ
âåðñèè ñòàòüè äîëæíû áûòü èäåíòè÷íû. Ýëåêòðîííûé âàðèàíò ðóêîïèñè ìîæåò áûòü ïðèñëàí ïî
ýëåêòðîííîé ïî÷òå èëè îòâåòñòâåííîìó ðåäàêòîðó ñåðèè gromov@ipm.komisc.ru èëè íà àäðåñ ðåäàê-
öèîííîé êîëëåãèè: journal@frc.komisc.ru. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà Microsoft
Word for Windows, òåêñò íàáèðàåòñÿ øðèôòîì Times New Roman, êåãëü 14, â îäíó êîëîíêó ÷åðåç
1,5 èíòåðâàëà, íà ñòðàíèöå ôîðìàòîì À4. Ïî âñåé ñòàòüå øðèôò äîëæåí áûòü îäèíàêîâûì. Ïîëÿ
ñòðàíèö îðèãèíàëà óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèìè: ëåâîå — 25 ìì, âåðõíåå — 20 ìì, ïðàâîå — 10
ìì, íèæíåå — 25 ìì. Òåêñò ñòàòüè íàáèðàåòñÿ áåç ïðèíóäèòåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ðàçðÿäêè ñëîâ íå
äîïóñêàþòñÿ. Â ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ äåñÿòè÷íûå ðàçðÿäû îòäåëÿþòñÿ çàïÿòîé (íàïðèìåð, 102,5).
Äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ, òàêèõ êàê ãðå÷åñêèå áóêâû, ñòåïåíü, óìíîæåíèå è ò. ä., èñïîëüçóåòñÿ
ñòàíäàðòíàÿ êîäèðîâêà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì êëàâèø â ïðîãðàììå Word [Âñòàâêà |
Ñèìâîë].

Ñîêðàùåíèå ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïî êëþ÷åâûì áóêâàì ñëîâ â ðóññêîì íàïèñàíèè. Ïðè ïåðâîì
óïîìèíàíèè òåðìèíîâ, íåîäíîêðàòíî èñïîëüçóåìûõ â ñòàòüå, íåîáõîäèìî äàâàòü èõ ïîëíîå íà-
èìåíîâàíèå, è ñîêðàùåíèå â ñêîáêàõ, â ïîñëåäóþùåì ïðèìåíÿÿ òîëüêî ñîêðàùåíèå. Â çàãîëîâêå
ñòàòüè è àííîòàöèè ñîêðàùåíèÿ íå èñïîëüçóþòñÿ.

Âñå èñïîëüçóåìûå, âêëþ÷àÿ îáùåïðèíÿòûå, àááðåâèàòóðû äîëæíû áûòü ðàñøèôðîâàíû ïðè
ïåðâîì óïîìèíàíèè. Íå äîïóñêàþòñÿ ñîêðàùåíèÿ, êðîìå ñòàíäàðòíûõ. Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
èñêëþ÷èòåëüíî åäèíèöû ÑÈ. Îáúåì èëëþñòðàöèé (òàáëèöû, ðèñóíêè, ôîòî) â ñòàòüå íå äîëæåí
ïðåâûøàòü 5–7 øò. Êîëè÷åñòâî èëëþñòðàöèé â êðàòêèõ ñîîáùåíèÿõ íå äîëæíî ïðåâûøàòü 2–3
øò.

Ïåðâàÿ ñòðàíèöà ðóêîïèñè îôîðìëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â íà÷àëå ñòàòüè óêàçûâàåò-
ñÿ èíäåêñ Óíèâåðñàëüíîé äåñÿòè÷íîé êëàññèôèêàöèè (ÓÄÊ); çàòåì ïðîïèñíûìè áóêâàìè ïå÷àòà-
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åòñÿ íàçâàíèå ñòàòüè, êîòîðîå äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíî êðàòêèì, èíôîðìàöèîííî ¸ìêèì è íå
ñîäåðæàòü ñîêðàùåíèé; äàëåå ñëåäóþò èíèöèàëû è ôàìèëèè àâòîðîâ. Îòäåëüíîé ñòðîêîé äàåòñÿ
íàçâàíèå ó÷ðåæäåíèÿ è ãîðîäà (äëÿ èíîñòðàííûõ àâòîðîâ — òàêæå ñòðàíû). Äàëåå ïðèâîäèòñÿ
ýëåêòðîííûé àäðåñ äëÿ ïåðåïèñêè. Ïðè íàëè÷èè àâòîðîâ èç íåñêîëüêèõ îðãàíèçàöèé íåîáõîäèìî
àðàáñêèìè öèôðàìè óêàçàòü èõ ïðèíàäëåæíîñòü. ×åðåç îäèí ïîëóòîðíûé èíòåðâàë äàëåå ñëåäó-
åò êðàòêàÿ àííîòàöèÿ (8–10 ñòðîê), â êîòîðîé êðàòêî îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
Ïîñëå àííîòàöèè ÷åðåç ïîëóòîðíûé èíòåðâàë ïðèâîäÿòñÿ êëþ÷åâûå ñëîâà (äî 10). Äàëåå èäóò íà-
çâàíèå ñòàòüè, àííîòàöèÿ è êëþ÷åâûå ñëîâà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Àíãëèéñêàÿ àííîòàöèÿ îáúåìîì
(äî 2000 ïå÷àòíûõ çíàêîâ èëè 1 ìàøèíîïèñíàÿ ñòðàíèöà) äëÿ ÷èòàòåëåé, íå âëàäåþùèõ ðóññêèì
ÿçûêîì, äîëæíà ñòàòü íåçàâèñèìûì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè (ïåðåñêàçîì ñòàòüè). Â òåõ ñëó÷à-
ÿõ, êîãäà òåêñò ñòàòüè ïîäåëåí íà ðàçäåëû, àâòîð ìîæåò ïîäîáíûì îáðàçîì ðàçäåëèòü è òåêñò
àííîòàöèè. Ðåäêîëëåãèÿ ïðîâåðÿåò êà÷åñòâî àíãëèéñêîãî òåêñòà è âíîñèò íåîáõîäèìûå ïðàâêè. Âî
èçáåæàíèå ðàçíî÷òåíèé àâòîð â îòäåëüíîì ôàéëå ïðåäñòàâëÿåò ðóññêèé òåêñò, ïî êîòîðîìó áûë
ïðîèçâåäåí ïåðåâîä ðàñøèðåííîé àííîòàöèè.

Òàáëèöû äîëæíû áûòü ñîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì ñòàíäàðòîì, áåç âêëþ÷åíèÿ â
íèõ ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí. Òàáëèöû äîëæíû áûòü îòôîðìàòèðîâàíû îäèíàêîâûì îáðàçîì,
ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ïîÿâëåíèÿ â òåêñòå, èìåòü òåìàòè÷åñêèé çàãîëîâîê. Êàæäàÿ òàáëè-
öà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå. Øèðèíà òàáëèöû äîëæíà áûòü ëèáî 90 ìì (íà îäíó
êîëîíêó), ëèáî 185 ìì (íà äâå êîëîíêè). Òåêñò â òàáëèöå íàáèðàåòñÿ øðèôòîì Times New Roman,
êåãëü 9–10, ÷åðåç äâà èíòåðâàëà. Ñîêðàùåíèå ñëîâ â øàïêå òàáëèö íå äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòûå ãðà-
ôû äîëæíû áûòü çàìåíåíû óñëîâíûìè çíàêàìè, êîòîðûå îáúÿñíÿþòñÿ â ïðèìå÷àíèè. Åäèíèöû
èçìåðåíèÿ äàþòñÿ ÷åðåç çàïÿòóþ: ìàññà, ã. Åñëè òàáëèöà â ñòàòüå îäíà, òî ïîðÿäêîâûé íîìåð íå
ñòàâèòñÿ è ñëîâî «Òàáëèöà» íå ïèøåòñÿ.

Ðèñóíêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðèãîäíûìè äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ, ïîÿñíåíèÿ ê
íèì âûíîñÿòñÿ â ïîäðèñóíî÷íûå ïîäïèñè (çà èñêëþ÷åíèåì êðàòêèõ öèôðîâûõ èëè áóêâåííûõ îáî-
çíà÷åíèé), îòäåëüíûå ôðàãìåíòû îáîçíà÷àþòñÿ àðàáñêèìè öèôðàìè èëè áóêâàìè ðóññêîãî àëôàâè-
òà, êîòîðûå ðàñøèôðîâûâàþòñÿ â ïîäðèñóíî÷íûõ ïîäïèñÿõ. Ïîäðèñóíî÷íûå ïîäïèñè ïðèëàãàþòñÿ
îòäåëüíî. Êàæäûé ðèñóíîê äîëæåí ñîïðîâîæäàòüñÿ ïîäïèñüþ íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ
(àíãëèéñêàÿ ïîäïèñü äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ðóññêîé).

Ãðàôèêà äîëæíà áûòü ïîäãîòîâëåíà â ôîðìàòàõ EPS, PNG, PDF èëè JPG è ïðåäñòàâëåíà
îòäåëüíûìè ôàéëàìè. Ðàñøèðåíèÿ ôàéëîâ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü èõ òèïó. Ðèñóíêè â òåêñòå
óïîìèíàþòñÿ êàê „ ðèñ.” ñ óêàçàíèåì íîìåðà (ðèñ.1).

Ðàñòðîâûå ðèñóíêè äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ c ðàçðåøåíèåì íå ìåíåå 300 dpi (òî÷åê íà äþéì)
äëÿ ôîòîãðàôèé è íå ìåíåå 600 dpi (òî÷åê íà äþéì) äëÿ îñòàëüíûõ ðèñóíêîâ (÷åðíî-áåëûé).

Øèðèíà ðèñóíêîâ äîëæíà áûòü ëèáî 90 ìì, ëèáî 185 ìì, à âûñîòà — íå áîëåå 240 ìì.
Øðèôò áóêâåííûõ è öèôðîâûõ îáîçíà÷åíèé íà ðèñóíêàõ — Times New Roman, êåãëü — 9–10.
Ëèíèè äîëæíû áûòü ÿðêèìè (4–5 pixel). Ñëåäóåò èçáåãàòü îòòåíî÷íûõ çàëèâîê ñåðîãî è ÷åðíîãî
öâåòîâ.

Êàæäûé ðèñóíîê äîëæåí áûòü âûïîëíåí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå. Íà îáðàòíîé ñòîðîíå ðèñóí-
êà ïðîñòûì êàðàíäàøîì èëè ðó÷êîé óêàçûâàåòñÿ ôàìèëèÿ ïåðâîãî àâòîðà ñòàòüè è íîìåð ðèñóíêà.

Â òåêñòå öèòèðîâàííóþ ëèòåðàòóðó ñëåäóåò ïðèâîäèòü òîëüêî öèôðàìè â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü ïðåäñòàâëåí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå è ñîñòàâëåí â ïîðÿäêå
óïîìèíàíèÿ èñòî÷íèêîâ â òåêñòå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìåðîì (ñì. íèæå). Ññûëêè íà íåîïóáëèêî-
âàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ.

Ïîñëå Ñïèñêà ëèòåðàòóðû ðàçìåùàåòñÿ References — ïðèñòàòåéíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû â
òðàíñëèòå (íà ëàòèíèöå) è â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïåðåâîä íàçâàíèÿ ñòàòüè è æóðíàëà íà àíãëèé-
ñêèé ÿçûê. References ïîâòîðÿåò â ïîëíîì îáúåìå, ñ òîé æå íóìåðàöèåé Ñïèñîê Ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì ÿçûêå, íåçàâèñèìî îò òîãî, èìåþòñÿ ëè â íåì èíîñòðàííûå èñòî÷íèêè. Åñëè â ñïèñêå åñòü
ññûëêè íà èíîñòðàííûå ïóáëèêàöèè, îíè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþòñÿ êàê â Ñïèñêå ëèòåðàòóðû, òàê è
â References.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû è References îôîðìëÿåòñÿ ïî íèæåïðèâåäåííûì ïðèìåðàì (ñëåäóåò îá-
ðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà çíàêè ïðåïèíàíèÿ):

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû:
1. Èâàíîâ È.È. Íàçâàíèå ñòàòüè // Íàçâàíèå æóðíàëà. 2005. Ò. 41. ¹ 4. Ñ. 18–26.
2. Ïåòðîâ Ï.Ï. Íàçâàíèå êíèãè. Ì.: Íàóêà, 2007. Îáùåå ÷èñëî ñòðàíèö â êíèãå (íàïðèìåð,

180 ñ.) èëè êîíêðåòíàÿ ñòðàíèöà (íàïðèìåð, Ñ. 75).
3. Êàçàêîâ Ê.Ê. Íàçâàíèå äèññåðòàöèè: Äèñ. êàíä. áèîë. íàóê / Íàçâàíèå èíñòèòóòà. Ì.: 2002.

164 ñ.
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References:
1. Ivanov I.I. Nazvanie stat’i [Article title] // Nazvanie zhurnala [Journal title]. 2005. T. 41. No. 4.
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2. Petrov P.P. Nazvanie knigi [Book title]. M.: Nauka, 2007. Îáùåå ÷èñëî ñòðàíèö â êíèãå (íàïðè-

ìåð, 180 p.) èëè êîíêðåòíàÿ ñòðàíèöà (íàïðèìåð, p. 75).
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Nazvanie instituta. M.: 2002. 164 p.
Ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àâòîðîâ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû óêàçûâàþòñÿ âñå.

Äëÿ òðàíñëèòåðàöèè ñïèñêà ëèòåðàòóðû óäîáíî èñïîëüçîâàòü èíòåðíåò-ðåñóðñ http://translit-
online.ru/.

Ïðè íåñîáëþäåíèè ýòèõ ïåðå÷èñëåííûõ ïðàâèë, ñòàòüÿ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåäàêöèîííîé
êîëëåãèåé, à âîçâðàùàåòñÿ àâòîðàì íà äîðàáîòêó.

Ðåäàêöèÿ ïðèíèìàåò äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå (îðèãèíàëüíûå, ëè-
áî ïåðåâåäåííûå íà àíãëèéñêèé ÿçûê ïðîôåññèîíàëüíûì ïåðåâîä÷èêîì). Òàêèå ðóêîïèñè ñëåäóåò
ñîïðîâîæäàòü àííîòàöèåé, ïîäïèñÿìè ê ðèñóíêàì è íàçâàíèÿì òàáëèö íà ðóññêîì ÿçûêå.

Âñå ñòàòüè ïðîõîäÿò ðåöåíçèðîâàíèå è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, âîçâðàùàþòñÿ àâòîðàì íà
äîðàáîòêó. Ðåöåíçèðîâàíèå ñòàòüè çàêðûòîå. Âîçìîæíî ïîâòîðíîå è ïàðàëëåëüíîå ðåöåíçèðîâàíèå.
Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî ðåäàêòèðîâàíèÿ ñòàòüè. Ñòàòüè ïóáëèêóþòñÿ â
ïîðÿäêå î÷åðåäíîñòè, íî ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ èõ òåìàòèêà è àêòóàëüíîñòü. Ðåäàêöèîííàÿ êîë-
ëåãèÿ ñîõðàíÿåò ïåðâîíà÷àëüíóþ äàòó ïîñòóïëåíèÿ ñòàòüè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è î÷åðåäíîñòü ïóá-
ëèêàöèè, ïðè óñëîâèè âîçâðàùåíèÿ åå â ðåäàêöèîííóþ êîëëåãèþ íå ïîçäíåå, ÷åì ÷åðåç 1 ìåñÿö.
Êîððåêòóðó ïðèíÿòîé â ïå÷àòü ñòàòüè ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ èíîãîðîäíèì àâòîðàì ðàññûëàåò ïî
e-mail. Àâòîð â òå÷åíèå 5–7 äíåé äîëæåí âåðíóòü åå â ðåäàêöèîííóþ êîëëåãèþ èëè ïåðåäàòü ïðàâêó
ïî óêàçàííîìó òåëåôîíó èëè ýëåêòðîííîìó àäðåñó (e-mail) ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè.

Ìàòåðèàëû, îïóáëèêîâàííûå â æóðíàëå «Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ» ñåðèè «Ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè», ðàçìåùàþòñÿ â ÐÈÍÖ, à òàêæå íà ñàéòå ÔÌÈ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ
http://www.ipm.komisc.ru

Ñòàòüÿì, îïóáëèêîâàííûì â æóðíàëå «Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ» ñåðèè «Ôèçèêî-ìàòå-
ìàòè÷åñêèå íàóêè», ïðèñâàèâàåòñÿ DOI.

Â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ ìàòåðèàëà ðóêîïèñè, ïðèëîæåíèÿ è äèñêè íå âîçâðàùàþòñÿ.

Ðóêîïèñè ñòàòåé ïðîñòûì ïèñüìîì íàïðàâëÿòü ïî àäðåñó:
Îòâåòñòâåííîìó ðåäàêòîðó ñåðèè «Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè»
æóðíàëà «Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ»
Ãðîìîâó Íèêîëàþ Àëåêñååâè÷ó
167982, ã. Ñûêòûâêàð, óë. Êîììóíèñòè÷åñêàÿ, ä. 24,
ÔÈÖ Êîìè ÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ
E-mail: gromov@ipm.komisc.ru
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