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Аннотация

В работе рассматриваются проблемы устойчивости
арок и арочных систем, подкрепленных нерастя-
жимыми нитями, которые не выдерживают сжи-
мающих усилий. Эти вопросы относятся к кон-
тактным задачам упругих конструкций с неиз-
вестной областью активного взаимодействия их
элементов, и исследование сводится к поиску
и анализу точек бифуркации решений вариаци-
онных проблем при наличии ограничений-нера-
венств на искомые функции. В работе рассматри-
вается задача устойчивости арки, подкрепленной
нитями, один конец которых прикреплен к неко-
торой точке арки, другой – к проекции этой точки
на хорду, соединяющую ее концы. При численном
решении проблема сводится к поиску параметра
нагрузки, при которой задача невыпуклого квад-
ратичного программирования с ограничениями на
переменные в виде неравенств имеет неединствен-
ное решение. Численные расчеты показали, что
даже при небольшом числе подкрепляющих нитей
критическая нагрузка увеличивается примерно в
два раза.
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Abstract

The work deals with the problems of stability of
arches and arch systems supported by inextensible
threads that cannot withstand compressive forces.
These questions relate to contact problems of elastic
structures with an unknown region of active inter-
action of their elements, and the study is reduced
to the search and analysis of bifurcation points of
solutions to variational problems in the presence
of inequality constraints on the sought functions.
The paper considers the problem of stability of an
arch supported by threads, one end of which is at-
tached to some point of the arch, the other to the
projection of this point on the chord connecting its
ends. In the numerical solution, the problem is re-
duced to finding a load parameter in which the non-
convex quadratic programming problem with con-
straints on variables in the form of inequalities has
a non-unique solution. Numerical calculations have
shown that even with a small number of reinforcing
threads, the critical load approximately doubles.

Keywords:
stability, critical force, arch, variational problem,
nonlinear programming, one-sided constraints, bi-
furcation, quadratic form, eigenvalues, inextensible
threads

Введение

Использование новых высокопрочных матери-
алов обуславливает появление все более сложных
тонкостенных конструкций. Расчет на устойчивость
становится все более важным, так как разрушение
тонких конструкций связано с общей потерей устой-
чивости всей конструкции, либо ее отдельных эле-
ментов. Исследование устойчивости упругих систем
берет свое начало с работ Л. Эйлера (см. обзор Е.А.
Николаи [1] «О работах Эйлера по теории продоль-
ного изгиба»). Задачи упругой устойчивости стерж-
ней, пластин и оболочек в классическом случае сво-
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дятся к исследованию и отысканию точек бифур-
кации нелинейных уравнений или к отысканию па-
раметров, при которых вариационная задача имеет
несколько решений. Современное состояние теории
упругой устойчивости изложено в монографии [2].
Общая концепция упругой бифуркационной устойчи-
вости описана в работе В.В. Новожилова [3]. Устойчи-
вость круговых арок подробно изучена в трудах [1–4].
Иногда упругая система переходит в сложное состо-
яние равновесия и движения. В таких случаях ста-
тические методы неприменимы и необходимо инте-
грировать динамические уравнения. Сопоставление
статического и динамического подходов приведено в
монографии [5].

Рассматриваемые в работе задачи относятся
к контактным задачам теории упругости с неизвест-
ной областью активного взаимодействия элементов
упругой конструкции. При математической формали-
зации появляются неравенства или негладкие функ-
ционалы. Применению неравенств в физике и мате-
матике посвящена монография [6].

Исследования в задачах устойчивости арок не
прекращаются и в настоящее время [7–11].

В предлагаемой вниманию читателя статье
рассматриваются задачи устойчивости подкреплен-
ных арок нерастяжимыми нитями, которые не вы-
держивают сжимающих усилий. Проблемы, описан-
ные в статье, приводят к необходимости исследо-
вать точки бифуркации вариационных задач при на-
личии ограничений на искомые функции в виде нера-
венств. При конечномерной аппроксимации прихо-
дим к задаче нахождения точек бифуркации в зада-
чах нелинейного программирования, что, в свою оче-
редь, может быть сведено к поиску глобального ми-
нимума в некоторой невыпуклой задаче квадратич-
ного программирования. Последняя заменой пере-
менных преобразуется к задаче сепарабельного про-
граммирования, для решения которой имеется до-
статочно эффективный метод ветвей и границ [12].
Проблема поиска глобального минимума квадратич-
ного функционала приводит к задаче идентифика-
ции условной положительной определенности квад-
ратичных форм на конусах. Аналитические критерии
положительной определенности квадратичных форм
на конусах в важном частном случае, когда конус
представляет положительный ортант, предложены в
работах [13, 14], но их применение связано с вы-
числением большого количества определителей и в
вычислительном отношении крайне неэффективно.
Влияние односторонних ограничений на перемеще-
ния изучалось в [15–18].

Работа [15] посвящена экспериментальному
и численному исследованию устойчивости сжимае-
мой продольными силами цилиндрической оболоч-
ки односторонне взаимодействующих с упругой сре-
дой. В.И. Феодосьевым [16] решена задача устой-
чивости кольца, находящегося в жесткой оболочке,
аналогичная задача рассматривалась в [17]. Зада-
ча устойчивости арок, односторонне взаимодейству-
ющих с упругой средой, разобрана в [18]. Другие за-
дачи устойчивости упругих систем при односторон-
них ограничениях на перемещения исследовались
в работах авторов [19, 20]. В [20] аналитически ре-

шена задача устойчивости сжимаемого продольны-
ми силами цилиндрической оболочки, находящейся
в жесткой обойме, при граничных условиях жесткой
заделки и шарнирного опирания. В [19] рассматрива-
лась аналитическая задача при граничных условиях
свободного края. Так же в работах [19–21] приведены
решения задач устойчивости упругих колец и арок,
подкрепленных нерастяжимыми нитями при различ-
ных способах подкрепления.

1. Деформация круговых арок

Пусть тонкий упругий стержень, представля-
ющий собой дугу окружности радиуса R , находит-
ся в равновесии, силы равномерно распределены
по его длине. Предполагается, что сечение стерж-
ня постоянно, и одна из главных осей инерции по-
перечного сечения лежит в плоскости дуги. В неко-
торой точке M0 проведем три взаимно перпендику-
лярные оси (x0, y0, z0) : ось y0 направлена по одной
из главных осей инерции сечения, перпендикулярно-
го плоскости дуги, ось x0 , соответственно, направ-
лена к центру кривизны дуги, ось z0 – по касатель-
ной к дуге стержня. Пусть в результате деформации
стержня оси (x0, y0, z0) переходят в оси x, y, z, точ-
ка M0 переходит в точку M , проекции перемещений
точки M0 на оси (x0, y0, z0) обозначим через u,w, v.
Система координат (x, y, z) получается из системы
(x0, y0, z0) путем переноса и поворота вокруг осей
(x0, y0, z0) на углы α, β, γ. Считаем деформации ма-
лыми, можем написать уравнения Клебша [1]

β =
du

ds
+

1

R
w,

−α =
dv

ds
,

dw

ds
− 1

R
u = 0,

(1)

ds = Rdϑ, ϑ ∈ [α0, α1] – центральный угол дуги
стержня.

Упругая энергия стержня в результате дефор-
мации определяется формулой

U =
1

2

∫ α1

α0

(Aδp2 +Bδq2 + Cδ2)Rdϑ, (2)

гдеA,B – жесткости стержня на изгиб,C – жесткость
стержня при кручении.

δp =
1

R
(α′ + γ) =

1

R

(
− 1

R
v′ + γ

)
,

δq =
1

R
β′ =

1

R2
(u′′ + u),

δr =
1

R
(γ − α) =

1

R

(
γ +

1

R
v′
)
.

(3)

Предположим, что арка нагружена давлением
P , равномерно распределенным по ее оси. При лю-
бой величине давления возможна круговая (первона-
чальная) форма равновесия.

Если давление достаточно велико, то перво-
начальная круговая форма становится неустойчи-
вой, и арка принимает другую, нетривиальную фор-
му. Предположим, что деформация арки является
плоской, т.е. ϑ = 0, γ = 0. Тогда работа внешних
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сил определяется формулой

W =
PR

2

∫ α1

α0

(u
′2 − bu2)dϑ, (4)

где b = 2 в случае центральных сил, т.е. нагрузка на-
правлена к центру первоначальной кривизны арки, и
b = 1 в случае нормальной нагрузки, т.е. давление
направлено по нормали к деформированной линии
арки. В положении равновесия функционал полной
энергии

J = U −W =
1

2

∫ α1

α0

B

R2
(u′′ + u)2 −W (5)

принимает минимальное значение. В (5) B – упругая
постоянная.

Уравнение Эйлера для функционала (5) имеет
вид

B

R3
(uIV + 2u′′ + u) + P (u′′ + u) = 0. (6)

2. Об устойчивости арки, подкрепленной нитями

Рассмотрим случай плоской деформации ар-
ки, подкрепленной нерастяжимыми нитями. Один ко-
нец нити прикреплен к некоторой точке арки, а дру-
гой – к хорде, соединяющей концы арки (рис. 1), при
этом расстояние между концами нити не может уве-
личиваться. Число таких нитей обозначим через M .
Далее α0 = 0, α1 = 1.

Рис. 1. Плоская деформация арки.
Fig. 1. Flat deformation of the arch.{

x = (R− u) cosϑ− w sinϑ,

y = (R− u) sinϑ+ w cosϑ,
(7)

где 0 ≤ ϑ ≤ α„0 < α < 0. Уравнение хорды имеет
вид

y = k(x−R), k =
sinα

cosα− 1
.

Один конец нити прикреплен к дуге арки в точке при
ϑ = ϵj . Проекция точки x0j = R cos ϵj , y0j =
R sin ϵj определяется формулами

xj = xoj + µjk, yj = yoj − µj ,

где µj =
y0j − kx0j + kR

1 + k2
. После деформации точ-

ка (x0j , y0j) перешла в точку с координатами (x, y) ,

определяемыми уравнениями (2) при ϑ = ϵj . Введем
функцию

fj(u,w) =
√
(x− x0j)2 + (y − y0j)2,

gj(u,w) = fj(0, 0).

Разложим функции gj(u,w) в ряд Тейлора с точно-
стью до членов второго порядка малости:

gj(u,w) ≈ aju+ bjw, j ∈ 1 : M,

где aj =
∂gj(0, 0)

∂uj
, bj =

∂gj(0, 0)

∂wj
.

Обозначим через Γ конус, определяемый неравен-
ствами

aju+ bjw ≤ 0, j ∈ 1 : M. (8)

Используя систему Maple можно получить

aj = Rc0(sin(α− ϵj) + sin ϵj),

bj = Rc0(cos(α− ϵj)− cos ϵj),

c0 = signum(sinα− sin ϵj − sin(ϵj − α)).

Задача об устойчивости подкрепленной арки сводит-
ся к поиску минимального числа λ , при котором ва-
риационная задача

J(u,w) = V −W =
1

2

∫ α

0

(u′′ + u)2dϑ−

λ

2

∫ α

0

(u
′2 − bu2)dϑ → min

u,w∈Γ

имеет нетривиальное решение. Здесь из (1) w′ = u,
и параметр b характеризует поведение нагрузки по-
сле потери устойчивости.

Поскольку функционал J(u,w) положительно
однороден, (J(cu, cw) = c2J(u,w)), то можно по-
требовать, чтобы

W =
1

2

∫ α

0

(u
′2 − bu2)dϑ = 1.

Таким образом, исследование устойчивости под-
крепленной арки сводится к вариационной проблеме
изопериметрического типа

V =
1

2

∫ α

0

(u′′ + u)2dϑ → min
u,w∈Γ

, (9)

W (u) =
1

2

∫ α

0

(u
′2 − bu2)dϑ = 1 (10)

и выполнению неравенств (8). Задачу (8)–(10), по-ви-
димому, можно исследовать лишь численными мето-
дами. В случае граничных условий жесткой заделки
u(0) = u(α) = 0, u′(0) = u′(α) = 0 для конеч-
номерной аппроксимации использовались ряды Фу-
рье и интерполяционные кубические сплайны. При
аппроксимации рядами Фурье

w(0) =
n∑

k=1

zk sin
kπϑ

α
,
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граничные условия жесткой заделки будут выполне-
ны, если потребовать выполнение равенств

n∑
k=1

zk
kπ

α
= 0,

∑
(−1)kzk

kπ

α
= 0.

В случае граничных условий шарнирного опирания
u(0) = u(α) = 0, u′′(0) = u′′(α) = 0, w(0) =
w(α) = 0 применялась аппроксимация интерполя-
ционными сплайнами.

Наличие ограничений неравенств существен-
но усложняет решение задачи. В случае аппроксима-
ции сплайнами условие несжимаемости u = w′ учи-
тывается методом штрафных функций. Функционал
U заменяется на

Ũ =
1

2

∫ α

0

(u′′ + u)2dϑ+
D

2

∫ α

0

(u− w′)2dϑ,

где D – большое число. Таким образом, подставляя,
например, ряды Фурье в (9),(10), получаем задачу
нелинейного программирования

f(z) =
1

2
(Gz, z) → min, (11)

g(z) =
1

2
(Qz, z) = 1, (12)

(ajz) ≤ 0, j ∈ 1 : m, z ∈ Rn. (13)

Для решения задачи (11)–(13) применяется метод по-
следовательных приближений: пусть вектор z0 ∈ Γ,
g(z0) = 1 – начальное приближение. Предположим,
что уже получена точка zk ∈ Γ, g(zk) = 1. Введем
множество Ωk = {z ∈ Γ, (Qzk, z) = 1}. Найдем
точку yk ∈ Ω такую, что f(yk) = min

z∈Ωk

f(z). Далее

полагаем zk+1 =
1

Sk
yk, Sk =

√
g(yk). Вопросы схо-

димости алгоритма обсуждаются [20].

3. Результаты вычислений

Приведем результаты вычислений.
Таблица 1. Значение безразмерного критического
давления в зависимости от числа подкрепляющих
нитей при граничных условиях жесткой заделки,
нормальной и центральной нагрузок
Table 1. The value of the dimensionless critical pres-
sure depending on the number of reinforcing threads
under the boundary conditions of rigid embedding and
normal and central loads

α/M 0 2 3 4

b = 1 сила направлена по нормали к оси арки
π 8,0 12,94 21,7 29,5
2π

3
18,1 29,8 47,8 66,2

b = 2 сила направлена к центру кривизны арки
π 10,6 14,0 22,8 30,6
2π

3
20,1 34,8 49,2 67,8

Таблица 2. Значение безразмерного критического
давления PR3/B в зависимости от числа подкрепля-
ющих нитей при граничных условиях шарнирного
опирания, нормальной и центральной нагрузок
Table 2. Dimensionless critical pressure value PR3/B
depending on the number of reinforcing threads under
the boundary conditions of the hinge support for nor-
mal and central loads

α/M 0 2 3 4

b = 1 сила направлена по нормали к оси арки
π 3,0 3,0 5,6 13,6
2π

3
8,0 8,0 12,1 34,1

b = 2 сила направлена к центру кривизны арки
π 4,5 4,5 7,4 15,2
2π

3
9,2 8,0 13,47 35,2

Результаты численных экспериментов показы-
вают, что даже небольшое число вертикальных ни-
тей значительно увеличивает критическую нагрузку
примерно в два раза.

Заключение

Таким образом, численные расчеты показали,
что даже при небольшом числе подкрепляющих ни-
тей критическая нагрузка увеличивается примерно в
два раза. При сравнении результатов, приведенных
в табл. 1, 2, можно сделать вывод, что на величину
критической нагрузки существенно влияет вид гра-
ничных условий.
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