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Аннотация

Динамика открытой квантовой системы приводит
к декогеренции, что сопровождается предельными
переходами в алгебре Ли наблюдаемых и появле-
нию абелевых подалгебр. Возможно поставить и
обратную задачу – по заданной контракции алгеб-
ры Ли найти динамику открытой квантовой си-
стемы, задаваемой уравнением Линдблада. В ра-
боте предложены примеры нахождения уравнения
Линдблада по известным контракциям алгебры
su(3).
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Abstract

The dynamics of an open quantum system leads to
decoherence, which is accompanied by limiting tran-
sitions in the Lie algebra of observables and appear-
ance of abelian subalgebras. It is possible to set an
inverse problem as well – by a given Lie algebra con-
traction to find the dynamics of an open quantum
system given by the Lindblad equation. The paper
proposes examples of finding the Lindblad equation
by the known contractions of algebra su(3).

Keywords:
open quantum systems, algebra of observables, con-
tractions of Lie algebras

Введение

Первой фундаментальной физической теори-
ей, хорошо описывающей большой круг явлений, бы-
ла классическая механика. Квантовая механика зна-
чительно расширила этот круг. Одним из способов
описания квантового мира является матрица плотно-
сти. Ее элементам удобно сопоставлять некоторую
многомерную фигуру. Например, с помощью сфе-
ры Блоха можно описывать состояния кубита. То-
гда классический мир будет соответствовать отрезку
вдоль оси z внутри сферы Блоха между ее полюсами
или диагональным элементам матрицы плотности, а
квантовый – всей остальной части внутри этой сфе-
ры. Характерными особенностями квантовой теории
являются возможность суперпозиции разных состоя-
ний, которая описывается недиагональными элемен-
тами матрицы плотности, и принцип неопределен-
ности, связанный с некоммутативностью наблюдае-
мых.

В физике более общая новая теория всегда
должна содержать в себе старую в качестве пре-
дельного случая. Помимо предела, когда постоян-
ная Планка стремится к нулю, существуют и дру-
гие предельные переходы, связывающие математи-
ческий аппарат квантовой и классической механики,
которые могут быть описаны с помощью контракций
алгебр Ли.

Для замкнутой системы эволюция матрицы
плотности в шредингеровском представлении опре-
деляется уравнением фон Неймана или квантовым
уравнением Лиувилля [1–5]

ρ̇(t) =
i

~
[ρ(t),H] = L(t)ρ(t), (1)

которое сохраняет все квантовые свойства систе-
мы, в том числе суперпозицию и некоммутативность.
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L(t) часто называют супероператором Лиувилля. Ес-
ли гамильтониан H не зависит от времени, то реше-
ние уравнения (1) может быть записано в виде

ρ(t) = U(t)ρ(0)U†(t) = Λtρ(0) = eLtρ(0), (2)

где U(t) = e−
i
~Ht, Λt = eLt.

Если перенести зависимость от времени мат-
рицы плотности к наблюдаемым, то получим динами-
ку наблюдаемых в представлении Гейзенберга

Ȧ(t) =
i

~
[H,A(t)] = L♯(t)A(t), (3)

A(t) = U†(t)A(0)U(t) = Λ♯(t)A(0) =

= eL
♯tA(0). (4)

Унитарная эволюция (3), (4) не меняет тип алгебры
Ли наблюдаемых.

В случае слабого взаимодействия с окруже-
нием динамика открытых квантовых систем с хоро-
шей точностью может быть представлена уравнени-
ем Линдблада [3–5]

ρ̇ =
i

~
[ρ,H]+

∑
k

γk

(
VkρV

+
k − 1

2

{
V +
k Vk, ρ

})
=

= L(t)ρ(t), (5)

в котором к правой части уравнения (1), описываю-
щего унитарную часть динамики, добавляется слага-
емое, описывающее диссипативную часть. Операто-
ры Vk обычно называют операторами Линдблада, L
в этом случае называют супероператором Линдбла-
да, γk – скорости релаксации для различных видов
затухания открытой квантовой системы.

Решение уравнения (5) для супероператора
ЛиндбладаL, не зависящего от времени, может быть
представлено в виде, аналогичном (2)

ρ(t) = Λtρ(0) = eLtρ(0). (6)

Взаимодействие с окружением обычно приво-
дит к потере квантовых свойств, и система начинает
проявлять классическое поведение. Это влечет зану-
ление недиагональных элементов матрицы плотно-
сти и отражается на алгебре наблюдаемых, в кото-
рой могут появиться дополнительные абелевы под-
алгебры.

Образно говоря, например, для двухуровне-
вой системы уравнение (1) только вращает началь-
ное состояние и не приближает его к оси z (класси-
ческому миру), а уравнение (5) может в асимптоти-
ке приблизить начальное квантовое состояние к оси
z и сделать его классическим. Таким образом дина-
мика, задаваемая уравнениями Линдблада (5), (6),
сжимает квантовый мир (шар Блоха) до классиче-
ского (отрезок на оси z). Контракция групп (алгебр)
Ли представляет собой похожее сжатие в простран-
стве структурных констант группы, приводящее к об-
нулению коммутаторов. Все это наводит на мысль о
возможности описать переходы из квантового мира в
классический при взаимодействии с окружением на
языке контракций.

В картине Гейзенберга для наблюдаемых A
уравнение Линдблада имеет вид

Ȧ =
i

~
[H,A]+

∑
k

γk

(
V +
k AVk−

1

2

{
V +
k Vk, A

})
=

= L♯(t)A(t), (7)

и зависимость от времени наблюдаемых A(t) может
быть представлена следующим образом

A(t) = Λ♯
t(A) = eL

♯tA(0). (8)

При этом изменение во времени коммутационных со-
отношений при отображении (8)[

Ai, Aj

]
t
≡
(
Λ♯
t

)−1[
Λ♯
t(Ai),Λ

♯
t(Ai)

]
≡

≡ Ck
ij(t)Ak (9)

представляет собой типичное преобразование ком-
мутационных соотношений при контракции групп (ал-
гебр) Ли [6–8]. В пределе t → ∞, при некоторых
условиях, исходная алгебра переходит в новую, ко-
торая называется контракцией исходной алгебры Ли
[6–8]

[Ai, Aj ]∞ = lim
t→∞

[Ai, Aj ]t = Ck
ij(∞)Ak. (10)

В физике метод получения новых групп (ал-
гебр) Ли с помощью контракций давно известен [6–8].
При этом в новой алгебре появляются абелевы под-
алгебры, что как раз и может использоваться для
описания потери системой квантовых свойств. Это
указывает на наличие связи между диссипативными
процессами в открытых квантовых системах и кон-
тракциями групп (алгебр) Ли, которая анализируется
в работах [9–11]. В трудах [12–14] приводятся при-
меры контракций алгебры su(2) в квантовых каналах
кубита, а в [15,16] исследованы предельные перехо-
ды в алгебре su(3) для трехуровневых систем. Высо-
коэнергетические пределы стандартной модели ис-
следовались в [17] при предположении, что калибро-
вочная группа при высоких температурах (энергиях)
становится проще и может быть получена с помощью
контракции, параметр которой обратно пропорциона-
лен температуре Вселенной.

В работе [18] предложены некоторые возмож-
ные контракции унитарной алгебры su(3). В данной
статье мы покажем, как каждой контракции из [18]
можно сопоставить уравнение Линдблада.

1. Контракции Иненю-Вигнера алгебр Ли

Напомним определение контракции Иненю-
Вигнера. Рассмотрим алгебру Ли g и выделим в ней
подалгебру g0. Остальные генераторы образуют под-
множество g1. Коммутационные соотношения обще-
го вида схематично можно представить так

[g0, g0] = g0, [g0, g1] = g0 + g1,

[g1, g1] = g0 + g1. (11)

Умножим все генераторы из g1 на ε. Тогда коммута-
ционные соотношения (11) изменятся так

[g0, g0]ε = g0, [g0, g1]ε = εg0 + g1,
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[g1, g1]ε = ε2g0 + εg1.

В пределе ε → 0 будем иметь новую алгебру Ли с
новыми коммутационными соотношениями

[g0, g0]0 ∈ g0, [g0, g1]0 ∈ g1, [g1, g1]0 = 0. (12)

Таким образом, классификацию возможных контрак-
ций Иненю-Вигнера для алгебры g можно связать
с возможными выборами инвариантной подалгебры
g0.

В работе [18] исследовались общие диаго-
нальные преобразования генераторов алгебры su(3)
в базисе матриц Гелл-Манна вида

λ⃗′ = Tελ⃗, (13)

где λ⃗ = (λ1, λ2, . . . , λ8)
t, λi – матрицы Гелл-Манна,

Tε – диагональная матрица, у которой на диагонали
стоят параметры εi. При определенных условиях на
параметры εi возникают те или иные предельные пе-
реходы (контракции) алгебры Ли su(3). В случае кон-
тракций Иненю-Вигнера на диагонали будут стоять
либо 1, либо ε. Количество единиц равно размерно-
сти подалгебры g0, а количество параметров ε – раз-
мерности g1.

Далее мы приведем примеры, как заданным
отображениям (13) можно сопоставить уравнение
Линдблада, решения которых выражались бы отоб-
ражением (13). Все примеры будут связаны с трех-
уровневыми системами и алгеброй su(3). Наблюда-
емые из множества g1 при этом теряют свои кванто-
вые свойства, образуя абелеву подалгебру. Наблю-
даемые из подалгебры g0 устойчивы по отношению
к внешнему воздействию.

Как уже отмечалось выше, типы контракций
(13) могут быть связаны с тем или иным выбором по-
далгебры g0 и ее размерностью. Если размерность
g0 равна 0, то все εi = ε – это приводит к контрак-
ции su(3) до абелевой алгебры. Этому случаю будет
соответствовать эволюция матрицы плотности трех-
уровневой системы (кутрита) до смешанной с равны-
ми вероятностями всех трех состояний (цвета квар-
ков, значения спина, населенностей уровней и т.д.).
Например, в работах [19, 20] была предложена ин-
тересная гипотеза, что конфайнмент кварков может
быть описан как декогеренция цветового состояния
частицы в смешанное квантовое состояние с равны-
ми вероятностями для разных цветов

lim
t→∞

ρ(t) =
1

3
I. (14)

Следующей возможностью является выбор
одномерной подалгебры g0 из su(3). Этой контрак-
ции будет соответствовать эволюция матрицы плот-
ности к стационарному состоянию, которое будет
принадлежать этой подалгебре. Например, если эта
одномерная подалгебра принадлежит подалгебре
Картана и система при взаимодействии с окружени-
ем стремится к термодинамическому равновесию, то

lim
t→∞

ρ(t) =

(
ρ11(∞) 0 0

0 ρ22(∞) 0
0 0 ρ33(∞)

)
, (15)

где для гиббсовского состояния

ρii(∞) =
e
−
(

Ei
kT

)
Z

, Z =
3∑

i=1

e
−
(

Ei
kT

)
, (16)

Ei – энергия i-го уровня, T – температура.
Можно выбрать одномерную подалгебру в ви-

де линейной комбинации генераторов подалгебры
Картана и остальных генераторов. Этому будет со-
ответствовать динамика матрицы плотности к состо-
янию, при котором сохраняется когерентность. На-
пример, при включении внешнего поля, которое в га-
мильтониане взаимодействия пропорционально ге-
нератору λ4, одномерная подалгебра будет пред-
ставлять линейную комбинацию генераторов λ4 и
[λ4, λ5], и матрица плотности будет стремиться к

lim
t→∞

ρ(t) =

(
ρ11(∞) 0 ρ13(∞)

0 ρ22(∞) 0
ρ31(∞) 0 ρ33(∞)

)
. (17)

Третья возможность – выделить в качестве g0
двумерную подалгебру Картана. Этому будут соот-
ветствовать, например, контракции Кэли-Клейна [8,
17], описывающие переход от su(3) к более простой
симметрии в КХД ранней Вселенной или предельные
переходы в алгебре наблюдаемых при поперечной
релаксации и декогеренции в трехуровневых систе-
мах. Матрица плотности в этом случае будет стре-
миться к (15), и ρii(∞) = ρii(0).

Еще одна возможность – взять трехмерную по-
далгебру so(3) или su(2), как g0. Например, для слу-
чая so(3) это будет описывать сохранение когерент-
ности

lim
t→∞

ρ(t) =

(
1/3 −ia2(0) −ia5(0)

ia2(0) 1/3 −ia7(0)
ia5(0) ia7(0) 1/3

)
. (18)

На возможность контракции к алгебре su(2) или
so(3) с сохранением когерентности и соответствую-
щую этой контракции спиновую динамику указал А.А.
Карабанов. Он же предложил еще одну интересную
контракцию от алгебры su(2m) к so(2m) для цепоч-
ки спинов (кубитов), в которой майорановский спи-
нор, устойчивый к декогеренции, связан с подалгеб-
рой so(2m) [21].

2. Примеры

Собственные значения li супероператора Ли-
увилля L (L♯) содержат информацию о скоростях
релаксации, процессах диссипации и декогеренции
и, следовательно, определяют ключевые физиче-
ские свойства системы [22].

Если li – собственные значенияL♯, то соответ-
ствующие собственные значения отображения Λ♯

t =

etL
♯

равны λi = elit и лежат внутри единичного круга
комплексной плоскости, |λi| 6 1, так как Re li < 0.
Это квантовый аналог теоремы Фробениуса-Перро-
на. Собственные значения li = 0 соответствуют соб-
ственным состояниям, принадлежащим инвариант-
ной подалгебре g0, Λ

♯
t(g0) = g0.
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Покажем теперь, как можно по заданному пре-
образованию контракции (13) построить уравнение
Линдблада (5) для матрицы плотности или (7) для на-
блюдаемых.

Пусть ε = e−γt, γ > 0. Тогда Λt = Tε. Соб-
ственные значения L♯ равны нулю для генераторов
λi из подалгебры g0 и равны – γ для генераторов
λi ∈ g1. Тогда в базисе наблюдаемых λi, которые в
этом случае будут собственными векторами для L♯,
уравнения Линдблада (7) для наблюдаемых выгля-
дят очень просто

λ̇i = 0, λi ∈ g0,

λ̇i = −γλi, λi ∈ g1.
(19)

Нам осталось только найти гамильтониан H и
операторы Линдблада Vk, чтобы представить урав-
нения (19) в виде (7). Далее мы приведем несколько
частных примеров решения этой задачи.

Пример 1 [10]. Рассмотрим алгебру su(3) и ее
контракцию Иненю-Вигнера, в которой в качестве g0
выберем 4-мерную подалгебру g0 = u(1) + su(2) с
базисом из λ3, λ8, λ6, λ7, а генераторами из g1 явля-
ются матрицы Гелл-Манна λ1, λ2, λ4, λ5. Преобразо-
вание контракции Tε

Tεg = g0 + εg1 =

(
a11 0 0
0 a22 a23
0 a∗23 a33

)
+

+ ε

(
0 a12 a13
a∗12 0 0
a∗13 0 0

)
. (20)

Это частный случай контракций Кэли-Клейна (при-
мер 1 из [18]) и случая поперечной релаксации.

Приведем частное решение, когда гамильто-
ниан и операторы Линдблада принадлежат подал-
гебре Картана su(3) – диагональным бесследовым
матрицам или линейной комбинации λ3 и λ8. В этом
случае гамильтониан можно положить равным нулю,
а V взять в виде

V =

√
2

3

(
2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
. (21)

Уравнение Линдблада для матрицы плотности

ρ̇ = γ

(
V ρV + − 1

2
{V +V, ρ}

)
=

= −γ

(
0 ρ12 ρ13
ρ21 0 0
ρ31 0 0

)
(22)

и его решение

ρ(t) = Λtρ(0) = eLtρ(0) =

=

 ρ11(0) e−γtρ12(0) e−γtρ13(0)
e−γtρ21(0) ρ22(0) ρ23(0)
e−γtρ31(0) ρ32(0) ρ33(0)

 (23)

как раз соответствуют преобразованию Tε (20). В
асимптотике на больших временах матрица плотно-
сти сожмется до области g0 = u(1) + su(2), которая
будет устойчивой к воздействию окружения.

Несложно убедиться, что уравнения (19) для
наблюдаемых могут быть записаны в виде уравне-
ний Линдблада

Ȧ = L♯ρ = γ

(
V +AV − 1

2

{
V +V,A

})
. (24)

Такая динамика сохраняет частичную когерентность
(возможность суперпозиции между вторым и третьим
уровнями). Интерес представляет более общий вы-
бор гамильтониана и операторов Линдблада из g0.

Пример 2 [11]. Рассмотрим алгебру su(3) и
выберем в качестве g0 подалгебру Картана αλ3 +
βλ8 ∈ g0. Это частный случай контракций Кэ-
ли-Клейна и частный вариант полной декогеренции
(поперечной релаксации), когда скорости релакса-
ций γi равны. В g1 теперь входят все генерато-
ры, отвечающие за квантовые особенности систе-
мы и недиагональные элементы матрицы плотности
– (λ1, λ2, λ4, λ5, λ6, λ7) ∈ g1. Преобразование кон-
тракции Tε в этом случае равно

Tεg = g0 + εg1 =

(
a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33

)
+

+ ε

(
0 a12 a13
a∗12 0 a23
a∗13 a∗23 0

)
. (25)

Гамильтониан и операторы Линдблада при-
надлежат подалгебре Картана su(3). Возьмем H =
0, так как он не влияет существенным образом на ди-
намику, а в качестве операторов Линдблада выбе-
рем

V1 =
1√
3

(
1 0 0
0 α 0
0 0 α∗

)
, V2 = V ∗

1 , α = e
2πi
3 .

Уравнение Линдблада для матрицы плотности

ρ̇ = −γ

2∑
k=1

(
VkρV

+
k − 1

2
{V +

k Vk, ρ}
)

=

= −γ

(
0 ρ12 ρ13
ρ21 0 ρ23
ρ31 ρ32 0

)
(26)

приводит к решению

ρ(t) = Λtρ(0) = eLtρ(0) =

=

 ρ11(0) e−γtρ12(0) e−γtρ13(0)
e−γtρ21(0) ρ22(0) e−γtρ23(0)
e−γtρ31(0) e−γtρ32(0) ρ33(0)

 ,

которое на больших временах стремится к

lim
t→∞

ρ =

(
ρ11(0) 0 0

0 ρ22(0) 0
0 0 ρ33(0)

)
, (27)

что описывает полную декогеренцию системы.
Уравнение Линдблада (7)

Ȧ = L♯A = γ
2∑

k=1

(
V +
k AVk − 1

2

{
V +
k Vk, A

})
(28)
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для наблюдаемых λi также примет вид (19).
Итак, по заданной однопараметрической кон-

тракции Иненю-Вигнера в определенном базисе по
преобразованию (13) можно сразу написать уравне-
ния (19), а затем искать их представление в виде
уравнений Линдблада (7). Важную роль в сохранении
когерентных свойств при этом может играть опреде-
ленный выбор гамильтониана. Уравнения Линдбла-
да можно находить для обобщенных контракций Ине-
ню-Вигнера (в этом случае скорости релаксаций бу-
дут иметь вид γk = kγ, а параметры контракций
εk = εk = e−kγt), многопараметрических контрак-
ций (они будут связаны с разными скростями релак-
сации γk, εk = e−γkt), градуированных контракций и
т.д.

Авторы выражаютблагодарность А.А. Кара-
банову за плодотворные обсуждения.
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