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Аннотация
В работе рассматривается задача о напряженно-деформи-
рованом состоянии колеса со спицами, находящегося под
действием силы, приложенной к оси колеса. Использует-
ся вариационная постановка, что позволяет учесть пере-
мещения точки приложения силы (центра колеса). Также
рассмотрена вожможность потери устойчивости спиц, если
сжимающая сила достаточно велика. В этом случае возни-
кает контактная задача с неизвестной областью активного
взаимодействия элементов конструкции.

Abstract
The paper considers the problem of the stress-strain state
spoked wheel, which is under the action of a force applied
to the wheel axle. A variational formulation is used, which
makes it possible to take into account the displacement of
the point of application of force (wheel center). The possibil-
ity of loss of stability of the spokes is also considered if the
compressive force is sufficiently large. In this case, a contact
problem arises with an unknown area of active interaction of
structural elements.
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Введение
Улучшение прочностных характеристик традиционных

материалов и использование новых высокопрочных компо-
зиционных материалов обусловило появление легких, эко-
номичных тонкостенных конструкций в современном ма-
шиностроении. В свою очередь, это привело к необхо-
димости использовать все более точные методы расчета
на прочность. Интерес к исследованию контактных задач
теории упругости с неизвестной областью активного взаи-
модействия контактирующих элементов обусловлен, с од-
ной стороны, необходимостью расчета все более слож-
ных конструкций, встречающихся в инженерной практике,
с другой — фундаментальными результатами, полученны-
ми сравнительно недавно в теории оптимизации, неглад-
кого выпуклого и невыпуклого анализов. Основное отли-
чие таких задач от задач с известной границей контак-
та заключается в том, что при их математической фор-
мализации используются неравенства или (при вариаци-
онной постановке) могут возникнуть негладкие функци-
оналы. Такие задачи не могут быть линеаризованы, они
являются конструктивно-нелинейными. При расчетах на
прочность при конечномерной аппроксимации они сводят-

ся к некоторой задаче квадратичного программирования.
Методам решения задач квадратичного программирования
посвящена книга [1]. В последнее время (применительно,
в частности, к задачам конструктивно-нелинейной меха-
ники) интенсивно развивается теория вариационных нера-
венств. Основы теории вариационных неравенств заложе-
ны в работах Ж.-Л. Лионса, Г. Дюво и др. [2]. Разнооб-
разным приложениям теории вариационных неравенств,
в том числе и к задачам механики, посвящены монографии
[3, 4]. Интересные задачи в механике упругих конструкций
с неизвестной областью активного взаимодействия эле-
ментов конструкции рассмотрены в работе [5]. Системати-
ческому применению методов оптимизации в решении кон-
структивно-нелинейных задач, в том числе и задач устой-
чивости упругих систем с неудерживающими связями, по-
священа книга [6].

В работе рассматривается задача о напряженно-де-
формированном состоянии колеса со спицами, находя-
щегося под действием силы, приложенной к оси коле-
са. Используется вариационная постановка, что позволя-
ет учесть перемещения точки приложения силы (центра
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колеса). Рассмотрена возможность потери устойчивости
спиц, если сжимающая сила достаточно велика. В этом
случае возникает контактная задача с неизвестной об-
ластью активного взаимодействия элементов конструк-
ции. Неизвестные перемещения представляются в виде
частичной суммы рядов Фурье. Тогда возникает задача
выпуклого квадратичного программирования при наличии
линейных ограничений неравенств.

1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу на определение усилий, действую-

щих в спицах велосипедного колеса, и напряжения, воз-
никающего в ободе при приложении к оси колеса силы P
(рис. 1). Основание, на которое опирается колесо, можно
считать жестким. Число спицm велико настолько, что поз-
воляет рассматривать спицы не как отдельные стержни,
а как непрерывную упругую среду жесткости C (простое
винклеровское основание).

Рисунок 1. Кольцо, подкрепленное спицами и нагруженное силой P .
Figure 1. Ring backed by spokes and loaded with force P .

Пусть кольцо в недеформированном состоянии явля-
ется кругом радиуса R, декартовы координаты которого
определяются формулами{

x = R cosϑ,

y = R sinϑ,
ϑ ∈ [0, 2π], (1)

где 0 ≤ ϑ ≤ 2π — центральный угол. Обозначим
через ξ = (− cosϑ,− sinϑ) нормаль, а через η =
(− sinϑ, cosϑ) — касательный вектор. Перемещение то-
чек кольца в результате плоской деформации описывается
вектором

W = u(ϑ)ξ + w(ϑ)η.

Здесь под u принимается нормальное перемещение точек
кольца, а подw— тангенциальное перемещение. Тогда де-
картовы координаты деформированного кольца описыва-
ются уравнениями{

x = (R− u) cosϑ− w sinϑ,

y = (R− u) sinϑ+ w cosϑ.
(2)

Обозначим после деформации нормальный и касатель-
ный векторы к упругой линии через ξ∗, η∗. Векторы ξ, η
могут быть переведены в векторы ξ∗, η∗ путем поворота

на малый угол β. Предполагая, что перемещения являются
малыми, можно записать

β =
1

R

(
du

dϑ
+ w

)
, (3)

a изменение кривизны дуги кольца определяется форму-
лой [7]

δq =
1

R

(
d2u

dϑ2
+

dw

dϑ

)
.

Кроме того, выполнено условие несжимаемости

u = w′. (4)

Расчетными характеристиками при деформациях кри-
волинейных стержней являются

M = −EJ

R2
(u

′′
+ u), Q =

1

R

dM

dϑ

— момент и перерезывающая сила, распределенные по
ободу кольца. По известным M и Q вычисляются напря-
жения. Пусть J — момент инерции сечения кольца, F —
площадь поперечного сечения спицы, E — модуль Юнга,
B = EJ. Энергия упругой деформации кольца, c уче-
том условия несжимаемости, в квадратичном приближении
определяется формулой

U =
B

2R3

∫ 2π

0

δq2dϑ =
B

2R3

∫ 2π

0

(
d2u

dϑ2
+ u

)2

dϑ.

(5)
Энергия деформации спиц в случае неподвижного центра
кольца имеет вид

U1 =
C

2

∫ 2π

0

u2dϑ.

Полная энергия записывается следующим образом

U + U1 =
B

2R3

∫ 2π

0

(u′′ + u)2dϑ+
C

2

∫ 2π

0

u2dϑ. (6)

Кроме того, должны быть выполнены граничные условия
периодичности и условия y

(
3
2
π
)

≥ −R, что приводит
к неравенству u

(
3
2
π
)
≥ 0.

В положении равновесия полная энергия (6) минималь-
на, поэтому выполнено уравнение Эйлера

B

R3

(
uIV + 2u′′ + u

)
+ Cu = 0. (7)

Если продифференцировать последнее уравнение по ϑ, то
оно совпадет с уравнением равновесия

d5w

dϑ5
+ 2

d3w

dϑ3
+ a2

dw

dϑ
= 0, (8)

где

a2 =
R4η

EJ
+ 1, η =

EFm

2πR2
,

аm – число спиц. Решение этой задачи приведено в кни-
ге В.И. Феодосьева [5], где отмечено, что впервые она бы-
ла рассмотрена Н.Е. Жуковским. Предполагая, что спицы
расположены достаточно часто, их можно представить как
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непрерывную упругую среду, тогда для любой точки обо-
да колеса сила, действующая со стороны спиц, пропорци-
ональна радиальному смещению u(ϑ). Также в работе [5]
получено уравнение равновесия (8).

Решением этого уравнения будет

w = C0 + C1 ch(αϑ) cos(βϑ) + C2 sh(αϑ) sin(βϑ)+

+C3 ch(αϑ) sin(βϑ) + C4 sh(αϑ) cos(βϑ), (9)

где

α =

√
a− 1

2
, β =

√
a+ 1

2
.

Постоянные C0, ..., C4 находятся из следующих гранич-
ных условий:

при ϑ =
π

2

dw

dϑ
= 0, (10)

при ϑ =
3π

2
Q = −P

2
, (11)

∫ 3π
2

π
2

udϑ = 0. (12)

Недостатком уравнения (8) является предположение,
что центр колеса неподвижен. Учет перемещения центра
колеса может существенно повлиять на величину усилий
в спицах и на напряженно-деформированное состояние
обода колеса.

Обозначим через t перемещение центра кольца вдоль
оси y, εj — относительное удлинение j-й спицы, j ∈
1..m. После деформации расстояние между центром коле-
са и точкой обода определяется формулой

ρ =

(
u2 − 2uR+ w2 +R2 + 2ut sinϑ−

−2wt cosϑ− 2Rt sinϑ+ t2
) 1

2

. (13)

В линейном приближении относительное удлинение спицы
(ρ−R)/R будет иметь вид

εj =
1

R
(−u(ϑj)− t sinϑj) . (14)

Работа внешних сил равна

V = Pt, (15)

а энергия деформации спицы пропорциональна квадрату
относительного удлинения

Uj =
EF

2R
ε2j . (16)

В положении равновесия полная потенциальная энер-
гия системы принимает минимальное значение, поэтому

приходим к задаче на экстремум

J(u, t) =
B

2R3

∫ 2π

0

(
d2u

dϑ2
+ u

)2

dϑ+

+

m∑
i=1

1

2R
EFε2i − Pt → min

u,t
. (17)

Перемещения будем искать в виде частичных сумм ря-
да Фурье

w =
n∑

i=1

zi sin(iϑ) + zi+n cos(iϑ), (18)

u =
n∑

i=1

izi cos(iϑ)− zi+ni sin(iϑ). (19)

При этом должно выполняться условие

y

(
3π

2

)
≥ −R, (20)

что приводит к ограничениям на переменные z. Например,
при n = 20 неравенство принимает вид

−2z2 + 4z4 − 6z6 + 8z8 − 10z10 + 12z12 −
−14z14 + 16z16 − 18z18 + 20z20 + z21 −

−3z23 + 5z25 − 7z27 + 9z29 − 11z31 +

+13z33 − 15z35 + 17z37 − 19z39 ≥ 0. (21)

Чтобы исключить перемещения кольца вдоль оси x как
жесткого целого, потребуем выполнение равенства

x(0) + x(
π

2
) + x(π) + x(

3π

2
) = 0, (22)

откуда получаем (при n = 20)

−4z1 − 4z3 − 12z5 − 12z7 − 20z9 −
−20z11 − 28z13 − 28z15 − 36z17 = 0. (23)

Подставляя (18),(19) в (17) приходим к некоторой задаче вы-
пуклой оптимизации.

Таким образом, приходим к задаче выпуклого квадра-
тичного программирования

f(z) =
B

2R3

n∑
i=1

i2(i2 − 1)2(z2i + z2i+n) +

+
EF

2R

m∑
j=1

(−u(ϑj)− sinϑjz2n+1)
2 −

−z2n+1P → min
z∈R2n+1

, (24)

ϑj =
2π(j − 1)

m
, j = 1, . . . ,m, z2n+1 = t

при ограничениях (20), (22).
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2. Результаты численных экспериментов
Результаты расчетов приведены на рис. 2–4 при сле-

дующих данных: E = 2.05 × 106 кг
см2 , P = 40 кг, радиус

колеса — 31 см, момент инерции сечения обода — 0.3 см4,
диаметр спиц — 2r = 0.2 см.

Рисунок 2. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 2. The distribution of forces on the spokes of the wheel.

Рисунок 3. Радиальное перемещение точек обода колеса.
Figure 3. Radial movement of wheel rim points.

Рисунок 4. Распределение моментов вдоль обода колеса.
Figure 4. Moment distribution along the wheel rim.

Вычисления по формулам (9)-(12) дают аналогичные
результаты. В работе [5] приведены графики распределе-
ния усилий по спицам и график моментов. Максимальный
момент при заданных параметрах равен 88.40 кг·см, мак-
симальное сжимающее усилие на спицу — 11.2 кг.

Отрицательные усилия на спицах являются сжимаю-
щими, поэтому при достаточно большой нагрузке спицы мо-
гут потерять устойчивость. Критическая сила Эйлера при
граничных условиях шарнирного опирания для спиц равна

PЭ =
π2EJc

l2
=

2.05 · 106π2 · Jc

312
= 0.53 кг,

где момент инерции сечения спицы Jc = πr4

4
= 7.85

105
.

Предположим, что спицы потеряли устойчивость. Тогда
упругая энергия спиц вычисляется по формуле

Uc =
EF

2R

m∑
j=1

εj
2
+,

где

εj
2
+ = max{0, εj} =

|εj |+ εj
2

.

Введемдополнительные переменные z2n+2, z2n+3, . . . ,
z2n+m+1 и рассмотрим задачу

f(z) =
B

2R3

n∑
i=1

(i2(i2 − 1)2z2i + z2i+n)+

+
1

2R

m∑
j=1

(−u(ϑj)− z2n+1 sinϑj + z2n+1+j)
2 → min

z
,

(25)
при ограничениях

z2n+1+j ≥ 0, j = 1, . . . ,m (26)

и при выполнении ограничений (20) и (22). Результаты
решения задачи (25), (26), (21) и (23) представлены на
рис. 3–5.

Рисунок 5. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 5. The distribution of forces on the spokes of the wheel.
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Рисунок 6. Радиальное перемещение точек обода колеса.
Figure 6. Radial movement of wheel rim points.

Рисунок 7. Распределение моментов вдоль обода колеса.
Figure 7. Moment distribution along the wheel rim.

Потеря устойчивости спиц существенно влияет на на-
пряженно-деформированное состояние колеса: радиаль-
ные перемещения по величине отличаются в три раза.
Ясно, что в этом случае спицы не испытывают сжимаю-
щих усилий, максимальный момент в два раза больше, чем
в случае решения задачи (25), (22), (23), (26).

Потеря устойчивости спиц является нежелательным
явлением, поэтому при сборке колец испольуется пред-
варительное натяжение спиц. Предположим, что первона-
чальная длина спицы l меньше радиуса кольца: l = R−d.
После деформации длина спицы изменяется на величину

ρ =

(
u2 − 2uR+ w2 +R2 + 2ut sinϑ−

−2wt cosϑ− 2Rt sinϑ+ t2
) 1

2

. (27)

Тогда для относительного удлинения вместо формулы (14)
надо использовать формулу

εj =
1

R− d
(−u(ϑj)− t sinϑj + d) .

Таким образом, приходим к задаче квадратичного про-

граммирования

f(z) =
B

2R3

n∑
i=1

i2(i2 − 1)2(z2i + z2i+n) +

+
EF

2(R− d)

m∑
j=1

(−u(ϑj)− z2n+1 sinϑj + d)2 −

−z2n+1P → min
z∈R2n+1

, (28)

ϑj =
2π(j − 1)

m
, z2n+1 = t.

На рис. 8 и 10 представлены результаты вычислений
при d = R

4000
= 31

4000
= 0.0078. В данном случае спицы

вообще не испытывают сжимающих усилий, момент в два
раза меньше, чем в случае, когда спицы могут потерять
устойчивость (рис. 7).

Рисунок 8. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 8. The distribution of forces on the spokes of the wheel.

На рис. 9 представлены результаты вычислений при
d = R

4500
= 31

4500
= 0.0069. Сравнение этих результа-

тов показывет, что небольшое изменение предварительно-
го натяжения спиц незначительно влияет на напряженно-
деформированное состояние колеса.

Рисунок 9. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 9. The distribution of forces on the spokes of the wheel.
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Рисунок 10. Распределение моментов вдоль обода колеса.
Figure 10. Moment distribution along the wheel rim.

Заключение

Таким образом, вариационная постановка задачи рас-
чета колеса со спицами позволяет учесть эффект предва-
рительного натяжения спиц. Этот эффект приводит к суще-
ственно другим результатам, и его необходимо учитывать
при расчетах.
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