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Tensor extensions
of Lax equations

Тензорные расширения
уравнений Лакса

A. Karabanov А. Карабанов
Cryogenic Ltd,
London, W3 7QE, UK
karabanov@hotmail.co.uk

ООО «Криогеника»,
г. Лондон, W3 7QE, Великобритания
karabanov@hotmail.co.uk

Abstract
The Lax equations dL/dt = [M,L] play an important role in
the integrability theory of nonlinear evolution equations and
quantum dynamics. In this work, tensor extensions of the
Lax equations are suggested with M : V → V and L :
T k(V ) → V , k = 1, 2, . . ., on a complex vector space V .
These extensions belong to the generalised class of Lax equa-
tions (introduced earlier by Bordemann) dL/dt = ρk(M)L
whereρk is a representation of a Lie algebra. The casek = 1,
ρ1 = ad corresponds to the usual Lax equations. The ex-
tended Lax pairs are studied from the point of view of iso-
morphic deformations of multilinear structures, conservation
laws, exterior algebras and cochain symmetries.

Аннотация
Уравнения Лакса dL/dt = [M,L] играют важную
роль в теории интегрируемости нелинейных эволюцион-
ных уравнений и квантовой динамике. В данной работе
предлагаются тензорные расширения уравнений Лакса с
M : V → V и L : T k(V ) → V , k = 1, 2, . . . на ком-
плексном векторном пространстве V . Эти расширения от-
носятся к обобщенному классу уравнений Лакса (введен-
ному ранее Бордеманном) dL/dt = ρk(M)L, где ρk —
представление алгебры Ли. Случай k = 1, ρ1 = ad соот-
ветствует обычным уравнениям Лакса. Расширенные пары
Лакса изучаются с точки зрения изоморфных деформаций
полилинейных структур, законов сохранения, внешних ал-
гебр и коцепных симметрий.

Keywords:
Lax equations, tensor extensions, multilinear algebra, sym-
metries

Ключевые слова:
уравнения Лакса, тензорные расширения, полилинейная
алгебра, симметрии

Introduction
The idea of symmetry and conservation laws is fundamen-

tal in natural sciences. Mathematically, it is reduced to the
study of algebraic properties that are invariant under groups
of transformations. From this point of view, linear objects are
much simpler and more symmetric than nonlinear ones. For
instance, nonlinear dynamical systems generally do not ad-
mit conservation laws (integrals of the motion) and manifolds
of their solutions are much harder to describe than those of
linear dynamical systems that always are linear spaces. It is
very tempting then to reduce nonlinear dynamical problems
to linear problems.

The most remarkable success in this direction is the in-
verse scattering method of integration of nonlinear evolution
equations. The method is based on including the nonlinear
evolution into a linear operator L that satisfies a linear evo-
lution equation dL/dt = [M,L] such that the eigenvectors
of L satisfy the linear equation with an operator M , while
the eigenvalues of L do not evolve. The latter property en-
ables a reconstruction of the nonlinear evolution using a spa-
tial scattering theory for the operator L. For ordinary differ-
ential equations, the isospectrality ofL is used to find conser-
vation laws of the nonlinear dynamics. The pairs (M,L) are
called Lax pairs, the equations for the operator L are called
Lax equations [1-7].

In many cases, useful nonlinear relations exist between
solutions to linear dynamical systems. These relations shed
extra light to solutions of the relevant nonlinear problems.
The simplest nonlinear extension of a linear operator is amul-
tilinear operator. In this work, we realise this idea in replac-
ing the Lax operator L by a multilinear operator that maps
solutions to the linear problem with the operatorM again to
solutions to the same problem. We call the resulting equa-
tions tensor extensions of the Lax equations.

We show that the extensions thus introduced have a rich
algebraic meaning, closely related to the theory of Lie alge-
bras and more general multilinear algebraic structures. We
reveal that the extensions we suggest are partial cases of the
generalised Lax equations introduced by Bordemann and re-
lated to representations of Lie algebras other than the ad-
joint representation, on which the usual Lax equations are
based [8]. Close connections between the solutions to the ex-
tended Lax equations and Chevalley-Eilenberg cochain com-
plexes [9, 10] are pointed out. Also, the basic construction
presented in this work is another language for description of
isomorphic deformations of multilinear algebraic structures
on vector spaces with respect to dynamical groups of trans-
formations. In this sense, this work is a continuation of the
previous work by the author [11].

Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»
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1. Basic construction
Let V be a complex vector space and let Vk denote the

vector space of k-linear operators L : V k → V . For any
k = 1, 2, . . ., any linear evolution equation on V

dv/dt =Mv, v ∈ V, M(t) ∈ V1 (1)

generates the linear evolution equation on Vk

dL/dt = ρk(M)L, L∈Vk, ρk(M(t)) ∈ End(Vk) (2)

such that the solution operator L is a k-symmetry of Eq. (1),
i.e., maps k-tuples

(v1(t), . . . , vk(t))

of solutions to Eq. (1) again to solutions to Eq. (1). By multipli-
cation with respect to t, we can verify that

ρk(M)L(v1, . . . , vk) =

=ML(v1, . . . , vk)− L(Mv1, v2, . . . , vk)−

−L(v1,Mv2, . . . , vk)− . . .−L(v1, v2, . . . ,Mvk). (3)

It is evident that

ρ1(M)L = [M,L], M,L ∈ V1,

where [, ] denotes the commutator, so for k = 1 Eq. (2) is the
usual Lax equation. Using the canonical injection

V k → T k(V )

of the Cartesian product V k into the k-grade of the tensor
algebra T (V ), due to the universal property of T (V ), any
solution L ∈ Vk to Eq. (2) can be uniquely identified with
a linear operator L̄ : T k(V ) → V . We call the series of
Eq. (2), k = 2, 3, . . ., tensor extensions of the Lax equation
for k = 1.

2. Isomorphic deformations and conservation
laws

Eq. (3) enables the solutions to Eqs. (2) for any k and any
initial operator L(0) ∈ Vk to be written in the form

L(t)(v1, . . . , vk) = Φ(t)L(0)(Φ−1(t)v1, . . . ,Φ
−1(t)vk)

(4)
whereΦ(t) ∈ V1 is the operator thatmaps any vector v ∈ V
to the solution v̄(t) = Φ(t)v to Eq. (1) with the initial value
v̄(0) = v,

dΦ/dt =MΦ, Φ(0) = 1 ∈ V1. (5)

Due to Eqs. (4), (5), solutions L(t) of the extended Lax equa-
tions (2) are k-multiplicative algebraic structures on V that
are isomorphic to their initial values L(0) under the evolu-
tion of Eq. (1). Eqs. (2) describe then isomorphic deformations
of k-multiplicative algebraic structures on V . In fact, Eq. (4)
is equivalent to

L(t)(Φ(t)v1, . . . ,Φ(t)vk) = Φ(t)L(0)(v1, . . . , vk).
(6)

For finite values of time, the fundamental operator Φ(t) of
Eq. (1) is an isomorphism between L(0) and L(t). By the ac-
tion (6), the group generated by the operators Φ(t)

G = gen{Φ(t), t ∈ R} ⊂ GL(V ) (7)

maps any structure L(0) to structures isomorphic to L(0).
Stationary solutions L(t) = L(0) to Eqs. (2) that do not

explicitly depend on time describek-multiplicative structures
that are automorphic with respect to the operators Φ(t) for
all values of t,

L(0)(Φ(t)v1, . . . ,Φ(t)vk) = Φ(t)L(0)(v1, . . . , vk).

The group G of Eq. (7) is then a subgroup of the automor-
phisms group of L(0),

G ⊂ Aut(L(0)).

For k > 1, evolutions under Eq. (1) on the vector space
V generate symmetries of the stationary solutions to Eq. (2)
as multiplicative k-linear algebraic structures on V . On the
other hand, by definition, solutions to Eq. (2) are k-symme-
tries of Eq. (1) as theymap k-tuples of solutions to Eq. (1) again
to solutions to Eq. (1) . We can say that Eqs. (1), (2) describe
mutual symmetries of the extended Lax pair (M,L).

The operator ρk(M) : Vk → Vk as a linear function of
M defined by Eq. (3) has the property

[ρk(M), ρk(N)] = ρk([M,N ]) ∀M,N ∈ V1.

Hence, the linear map

ρk : V1 → End(Vk)

is a representation of the general Lie algebra V1 = gl(V ) on
the vector space Vk , i.e., a Lie algebra homomorphism

ρk : gl(V ) → gl(Vk). (8)

Thus, each Eq. (2) is a partial case of the generalised Lax
equation suggested by Bordemann [8]. For the usual Lax
equation k = 1, we have ρ1 = ad is the adjoint representa-
tion.

By exponentiation, the representation ρk of the Lie alge-
bra gl(V ) generates the linear action (representation) ρ̄k of
the general Lie group GL(V ) on the same space Vk . Then
any scalar function f : Vk → C invariant under this action,

f(ρ̄k(m)L) = f(L), ∀m ∈ GL(V ), L ∈ Vk, (9)

is a conservation law for Eq. (2), i.e., the values f(L(t))
are time-independent and do not change along the solutions
L(t). It is directly seen by differentiation of Eq. (9) by m at
the identity element e of the groupGL(V ) and the fact that
M belongs to the tangent space TeGL(V ). For k = 1 and
a finite-dimensional vector space V , we have

ρ1 = ad, ρ̄1(m)L = mLm−1

and the trace polynomial functions

fn(L) = Tr (Ln), n = 1, 2, . . . ,

are conservation laws for the usual Lax equation.

6
Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»
www.izvestia.komisc.ru



In fact, functions f satisfying Eq. (9) are conservation laws
for Eq. (2) with any operatorM . For k > 1, the explicit de-
scription and even existence of such functions is a nontrivial
problem even if V is a finite-dimensional vector space. The
“isospectrality” of Eq. (2) is closely related to symmetries of
the operatorM and manifests itself in the following obser-
vations.

Let V have a finite dimensionN and a basis v1, . . . , vN .
Any initial operatorL(0) ∈ Vk is defined by its values on the
basic vectors of the tensor k-grade T k(V ),

L(0)(vi1 , . . . , vik) =

N∑
s=1

λ
(s)
i1...ik

vs, (10)

where the indices i1, . . . , ik independently take all values
from the set {1, . . . , N} and λ(s)

i1...ik
are complex coeffi-

cients, the “structure constants” of the multiplicative alge-
braic structure L(0). The solution L(t) to Eq. (2) with the
initial value L(0) has the property

L(t)(v̄i1(t), . . . , v̄ik(t)) =
N∑
s=1

λ
(s)
i1...ik

v̄s(t), (11)

where v̄j(t) are the solutions to Eq. (1) with the initial val-
ues vj and the coefficients λ

(s)
i1...ik

remain time-independent.
This directly follows from Eq. (6) for any k. This does not mean
(even for k = 1) that the structure constants of the initial op-
erator L(0) are conservation laws for the solution L(t). In
fact, according to Eq. (4),

L(t)(vi1 , . . . , vik) =
N∑
s=1

λ̄
(s)
i1...ik

(t)vs =

= Φ(t)L(0)(Φ−1(t)vi1 , . . . ,Φ
−1(t)vik).

The expansion of the initial value by Eq. (10) generates the
evolution

λ
(s)
i1...ik

→ λ̄
(s)
i1...ik

(t) (12)

of the structure constants ofL(0) to those ofL(t). This evo-
lution is another characteristic of the isomorphism between
L(0) and L(t).

The special case where Eq. (2) is explicitly solved is
where the operator M is time-independent and the basis
v1, . . . , vN is composed of eigenvectors ofM with eigenval-
uesm1, . . . ,mN . In this case, Φ(t) = etM and the group
G defined in Eq. (7) is a 1-parameter subgroup of GL(V ):
Φ(t + s) = Φ(t)Φ(s). According to Eq. (4), the evolution
(12) takes the simple form

λ̄
(s)
i1...ik

(t) = e
tϕ

(s)
i1...ikλ

(s)
i1...ik

,

ϕ
(s)
i1...ik

= ms −
k∑
p=1

mip .
(13)

It follows from Eq. (13) that the structural constants of the ini-
tial operator L(0) that satisfy the condition

ϕ
(s)
i1...ik

λ
(s)
i1...ik

= 0

do not change under the evolutionL(t), i.e., are conservation
laws of Eq. (2). In particular, the zero structural constants
are always conserved. A nonzero structural constant λ(s)

i1...ik

is conserved if the “resonance” ϕ(s)
i1...ik

= 0 takes place be-
tween the eigenvaluesm1, . . . ,mN of the operatorM .

The stationary solutionsL(0) to Eq. (2) that are automor-
phic with respect to the groupG are defined then by the con-
dition

ϕ
(s)
i1...ik

λ
(s)
i1...ik

= 0 ∀s, i1, . . . , ik.

It follows, for instance, that if all the eigenvalues are “non-
resonant”

ϕ
(s)
i1...ik

̸= 0 ∀s, i1, . . . , ik
then all stationary solutions to Eq. (2) are trivial L(0) = 0.

Note that the case k = 2 with skew-symmetric bilinear
operators L corresponds to Lie algebraic structures if addi-
tionally the Jacobi identity is satisfied. The finite limit transi-
tions

λ̄
(s)
i1i2

(t) → λ̃
(s)
i1i2

, t→ ±∞,

are closely related to Inönü-Wigner contractions and lead to
stationary solutions to Eq. (2), automorphic with respect to
the “dynamical” groupG. This situation has been considered
in more detail in the previous work by the author [11].

For k = 1 (regardless of whetherM is time-independent
or not), eigenvectors of the operator L(t) ∈ V1 that evolves
under the usual Lax equation are solutions to Eq. (1) and the
relevant eigenvalues are time-independent (being eigenval-
ues of the initial operator L(0)). This underlies the inverse
scattering method of integration of nonlinear evolution equa-
tions [1-7].

3. Exterior algebras and cochain symmetries
It can be verified that, for any k = 1, 2, . . ., if L′ ∈ V1

andL ∈ Vk are solutions to Eq. (2) then the operator compo-
sitionL′L ∈ Vk is also a solution to Eq. (2). In this sense, the
left multiplication by the solutions to the usual Lax equation
is a symmetry of the extended Lax equations (2).

For anyM and any k, the operator ρk(M) : Vk → Vk is
invariant under the action of the symmetric group Sk on Vk .
For any permutation σ ∈ Sk of the indices 1, . . . , k,

ρk(M)σ(L) = σ(ρk(M)L),

σ(L)(v1, . . . , vk) ≡ L(vσ(1), . . . , vσ(k)).
(14)

Thus, Sk is a symmetry group for Eq. (2). For any solution
L(t) and any permutation σ ∈ Sk , the “braided” operator
σ(L(t)) is also a solution.

This symmetry and the idea of considering only k-tuples
of linearly independent solutions to Eq. (1) leads to the restric-
tion from the infinite-dimensional tensor algebraT (V ) to the
finite-dimensional exterior (Grassmann) algebra

∧
(V ) that

is a quotient of the tensor algebra with respect to the left-
right ideal generated by the tensors of the form v ⊗ v. In
terms of Eq. (2), it means that only alternating k-linear oper-
ators L are to be considered, i.e., those with

σ(L) = sgn(σ)L, σ ∈ Sk.
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The vector spaces Vk will denote now the vector spaces of
alternating operators L : V k → V . Each such operator can
be identified with a linear operator from the k-grade of the
exterior algebra, L̄ :

∧k
(V ) → V . We assume that the

vector space V is finite-dimensional, dimV = N .
The construction related to the representation (8) can be

extended to a representation of any Lie algebra. In fact, let
a be a Lie algebra and let

ρ : a → gl(V ) (15)

be its representation on V . Then the composition

πk = ρkρ : a → gl(Vk)

is a representation of a on Vk . The extended Lax equations
(2) are written then as

dL/dt = πk(a)L, a ∈ a.

Let now the underlying vector space of the Lie algebra
a be V and the representation ρ in Eq. (15) be the adjoint
representation. This enables the Chevalley-Eilenberg cochain
complex to be built,

V
δ−→ V1

δ−→ V2
δ−→ . . .

δ−→ VN

where δ : Vk−1 → Vk , δ2 = 0, is the exterior derivative

(δL)(v1, . . . , vk) =

=
k∑
s=1

(−1)s+1ρ(vs)L(v1, . . . , v̂s, . . . , vk)+

+
∑
s<s′

(−1)s+s
′
L([vs, vs′ ], v1, . . . , v̂s, . . . , v̂s′ , . . . vk),

k > 1, (δL)v = ρ(v)L, L ∈ V.

Here [, ] is the Lie bracket in a and the hat means that the rel-
evant variable should be omitted [9,10]. The solutionsL ∈ Vk
to Eq. (2) are then naturally identified with (time-dependent)
k-cochains of this complex.

It can be verified that the exterior derivative δ is a sym-
metry of the set of the extended Lax equations (2). In fact,
if L ∈ Vk is a solution in the k-grade then δL ∈ Vk+1 is
a solution in the next (k + 1)-grade. We call this symme-
try cochain symmetry. In the case of the exterior algebra,
according to Eqs. (4), (5), for k = 1, N the extended Lax
equations (2) are solved explicitly as

L(t) = Φ(t)L(0)Φ−1(t), k = 1,

L(t) =
Φ(t)

detΦ(t)
L(0), k = N.

4. Conclusion
It has been demonstrated that the classical Lax equations,

important in the integrability theory and quantum dynamics,
can be extended in a manner closely related to symmetries
of multilinear algebraic structures and representations of Lie
algebras other than the adjoint.
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Аннотация
В статье рассматривается задача оптимального робаст-
ного слежения для дискретного объекта с неизвестны-
ми параметрами авторегрессионной номинальной моде-
ли и неизвестным смещением внешнего ограниченного
возмущения. Верхние границы несмещенного внешнего
возмущения и норм операторных возмущений по выходу
и управлению предполагаются известными. Задача опти-
мального слежения заключается в минимизации наихуд-
шей гарантированной асимптотической верхней границы
ошибки отслеживания заданного ограниченного сигнала.
Решение задачи основано на оптимальном множественном
оценивании неизвестных и неидентифицируемых пара-
метров и использовании показателя качества задачи сле-
жения как идентификационного критерия. Численная ре-
ализация оптимального множественного оценивания в ре-
жиме онлайн оказывается возможной благодаря тому, что
показатель качества слежения в рассматриваемой задаче
является дробно-линейной функцией оцениваемых пара-
метров.

Abstract
This paper addresses the problem of adaptive optimal ro-
bust tracking for a discrete-time plant with unknown param-
eters of autoregressive nominal model and unknown bias of
bounded external disturbance. Upper bounds of unbiased ex-
ternal disturbance and gains of uncertainties in output and
control are assumed to be know. The optimal tracking prob-
lem is to minimize the guaranteed worst-case steady-state
upper bound of the tracking error for a given bounded ref-
erence signal. Solution of the problem is based on optimal
set-membership estimation of unknown non-identifiable pa-
rameters and treating the control criterion as the identifi-
cation criterion. Optimal on-line set-membership estimation
becomes computationally tractable due to a linear-fractional
representation of the control criterion.

Ключевые слова:
оптимальное управление, робастное управление, адаптив-
ное управление, неопределенность, ограниченное возму-
щение, множественное оценивание

Keywords:
optimal control, robust control, adaptive control, uncertainty,
bounded disturbance, set-membership estimation

Введение
Предметом теории адаптивного управления, зародив-

шейся в 1960-х гг., являются задачи управления система-
ми с неизвестными параметрами. Один из двух известных
подходов к синтезу адаптивного управления заключает-
ся в прямой настройке по данным измерений параметров
регулятора и называется прямым адаптивным управлени-
ем. Другой подход базируется на онлайн оценивании неиз-
вестных параметров объекта управления с последующей
настройкой регулятора. Этот подход называют идентифи-
кационным или непрямым адаптивным управлением. Алго-
ритмами оценивания в рамках идентификационного под-
хода служат различные модификации градиентного (про-
екционного) алгоритма минимизации невязки в уравнении

модели управляемого объекта или модификации метода
наименьших квадратов. В середине 1980-х гг. в знамени-
той статье [1] было показано, что полученные к тому вре-
мени алгоритмы адаптивной стабилизации не гарантируют
устойчивости даже при малых внешних или операторных
возмущениях (немоделируемой динамике). Это стимулиро-
вало, с одной стороны, разработку модификаций алгорит-
мов оценивания для обеспечения устойчивости адаптив-
ных систем при наличии возмущений и, с другой стороны,
развитие теории робастного управления, посвященной си-
стемам с операторными возмущениями и ставшей главным
направлением теории автоматического управления с кон-
ца 1970-х гг. на последующие два десятилетия [2]. Одна-
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ко последующие результаты в теории робастного адап-
тивного управления базировались в основном на аппа-
рате функций Ляпунова, ограничивались задачами обес-
печения устойчивости и не коррелировали с результата-
ми теории робастного управления, в основе которой лежа-
ла теорема о малом коэффициенте усиления (small gaim
theorem).

Модель внешних ограниченных возмущений породила
направление в теории идентификации систем, основан-
ное на использовании множественных оценок неизвестных
параметров. Почти все многочисленные публикации это-
го направления относятся к системам, аффинным относи-
тельно неизвестных параметров, и предполагают извест-
ными верхние границы возмущений. Множества не сфаль-
сифицированных данными измерений неизвестных пара-
метров таких систем описываются ограниченными много-
гранниками. Поскольку число линейных неравенств в опи-
сании этих многогранников может неограниченно возрас-
тать с ростом числа измерений, основные усилия в этом
подходе направлены на получение верхних по включению
множественных оценок, имеющих описание ограниченной
сложности (параллелотопы, зонотопы, многогранники с за-
данными направлениями граней, эллипсоиды и т.п.). Одна-
ко до настоящего времени нет приложений этих исследо-
ваний к адаптивному управлению со строгим математиче-
ским обоснованием.

В начале 1990-х гг. были получены фундаментальные
результаты по устойчивости и робастному качеству систем
с неопределенностью и ограниченным внешним возмуще-
нием [3]. Позднее были получены явные представления
для асимптотических показателей качества таких систем,
в том числе для систем слежения [4–7]. Теория робастного
управления для таких систем получила название ℓ1-тео-
рии, поскольку индуцированные нормы линейных стацио-
нарных операторов на пространстве ограниченных после-
довательностей ℓ∞ выражаются через ℓ1-нормы их им-
пульсных характеристик. Полученные результаты позво-
лили сформулировать общий метод синтеза адаптивного
оптимального робастного управления, основанный на иде-
ях множественного оценивания и использования показа-
теля качества задачи управления как идентификацион-
ного критерия [8]. Трудность применения метода заключа-
ется в сложности онлайн минимизации невыпуклого в об-
щем случае показателя качества на текущих оценках мно-
жеств не сфальсифицированных измерениями неизвест-
ных параметров. Однако такая минимизация оказывается
возможной для специальных систем.

В статье [9] решалась задача адаптивной оптимальной
стабилизации авторегрессионного объекта с неизвестны-
ми параметрами номинального объекта, внешнего возму-
щения и неопределенностей по выходу и управлению при
специальном дополнительном предположении о непред-
намеренности неопределенности по управлению. Более
сложная по сравнению со стабилизацией задача опти-
мального слежения решалась в работе [10] для объек-
та с дробно-рациональной передаточной функцией без
неопределенности по управлению. Для указанных объ-
ектов показатель качества задачи управления является

дробно-линейной функцией неизвестных параметров, что
делает возможной его онлайн минимизацию. В настоящей
статье более сложная задача адаптивного слежения рас-
сматривается для авторегрессионного объекта с неизвест-
ными параметрами номинального объекта и неизвестным
смещением внешнего возмущения. Для обеспечения дроб-
но-рационального вида показателя качества верхние гра-
ницы внешнего несмещенного возмущения и коэффициен-
ты усиления неопределенностей предполагаются извест-
ными. Известно, что задача минимизации дробно-рацио-
нальных функций при линейных ограничениях сводится к
линейному программированию [11], что позволяет приме-
нять современное программное обеспечение для синтеза
адаптивного оптимального управления для рассматривае-
мого объекта управления.

Используемые обозначения:
|φ| — евклидова норма вектора φ ∈ Rn;
ℓe — линейное пространство вещественных последова-
тельностей x = (. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . .),
xts = (xs, xs+1, . . . , xt) для x ∈ ℓe;
|xts| = maxs⩽k⩽t |xk|;
ℓ∞ — нормированное пространство ограниченных веще-
ственных последовательностей x = (x0, x1, x2, . . .)
с нормой ∥x∥∞ = supt |xt|;
∥x∥ss = lim supt→+∞ |xt|;
ℓ1 — нормированное пространство абсолютно суммируе-
мых последовательностей с нормой ∥x∥1 =

∑+∞
k=0 |xk|;

∥G∥ =
∑+∞

k=0 |gk| = ∥g∥1 — индуцированная норма
устойчивой линейной стационарной системы G : ℓ∞ →
ℓ∞ с передаточной функциейG(λ) =

∑+∞
k=0 gkλ

k .

1. Постановка задачи
Рассмотрим объект управления с дискретным време-

нем, описываемый уравнением

a(q−1)yt = b1ut−1 + vt , t = 1, 2, 3, . . . , (1)

где yt ∈ R— выход объекта в момент времени t, ut ∈ R—
управление, vt ∈ R — суммарное возмущение в объекте,

a(q−1) = 1 + a1q
−1 + . . .+ anq

−n

и q−1 — оператор сдвига назад (q−1yt = yt−1) на ли-
нейном пространстве ℓe. Начальные значения y01−n =
(y1−n, . . . , y0) произвольные, yk = 0 при k < 1 − n
и uk = 0 при k < 0.

Априорная информация об объекте управления состоит
из четырех априорных предположений АП1–АП4.

АП1. Вектор коэффициентов
ξ := (a1, . . . , an, b1)

T (2)

номинальной модели (т.е. модели без суммарного возмуще-
ния v) принадлежит известному ограниченному многогран-
нику Ξ,

ξ ∈ Ξ = { ξ̂ | P ξ̂ ⩾ p } ⊂ Rn+1 , (3)

где P ∈ Rl×(n+m), p ∈ Rl и b1 ̸= 0 для любого ξ ∈ Ξ.
АП2. Суммарное возмущение v имеет вид
vt = cw + δwwt + δy∆1(y)t + δu∆2(u)t , (4)
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где w ∈ ℓ∞ — неизвестная последовательность,

∥w∥∞ ⩽ 1 , (5)

δw ⩾ 0—верхняя граница несмещенного внешнего возму-
щения δww, cw — смещение ограниченного внешнего воз-
мущения cw+δww. Операторы∆1 : ℓe → ℓe и∆2 : ℓe →
ℓe удовлетворяют при всех t ограничениям

|∆1(y)t| ⩽ |yt−1
t−µ|, |∆2(u)t| ⩽ |ut−1

t−µ| . (6)

Параметры δy ⩾ и δu ⩾ 0 в (4) — верхние границы ин-
дуцированных норм (коэффициентов усиления) оператор-
ных возмущений (неопределенностей)∆1 и∆2 по выходу
и управлению соответственно. Параметр µ в неравенствах
(6) характеризует память неопределенностей. Она может
быть выбрана конструктором сколь угодно большой, но не
бесконечной, без ущерба для качества синтезируемого ни-
же адаптивного управления.

АП3. Набор верхних границ

δ = (δw, δy, δu) (7)

предполагается известным, вектор параметров

θ = (ξT, cw)T ∈ Rn+2 (8)

— неизвестным, и |cw| ⩽ Cw с известной верхней грани-
цей Cw > 0.

Предположение об известной верхней границе Cw

в АП3 используется только для упрощения доказательств
и не ограничительно, поскольку Cw может быть выбрано
сколь угодно большим.

В разделе 2 будет сформулировано дополнительное
необходимое априорное предположение о робастной ста-
билизируемости объекта (1).

Априорное предположение АП2 сформулировано в тер-
минах теории робастного управления в ℓ1 постановке
для удобства последующих ссылок. Согласно этой тео-
рии, предположение АП2 для классов линейных нестаци-
онарных или нелинейных операторов∆1 и∆2 может быть
представлено в следующем компактном виде:

|vt − cw| ⩽ δw + δypyt + δuput , (9)

где
pyt = |yt−1

t−µ|, put = |ut−1
t−µ| . (10)

Содержательная постановка рассматриваемой в ста-
тье задачи заключается в построении причинной обратной
связи вида ut = Ut(y

t
1−n, u

t−1
0 ) (но с конечной памятью),

гарантирующей как можно меньшую верхнюю границу для
асимптотического показателя качества

Jµ(θ, δ) = sup
v

lim sup
t→+∞

|yt − rt| , (11)

где r — заданный командный сигнал, т.е. желаемая по-
следовательность выходов объекта управления (1), и sup
берется на множестве возмущений v, удовлетворяющих
предположению АП2. То есть задача заключается в мини-
мизации гарантированной асимптотической верхней гра-
ницы для модуля ошибки слежения

et = yt − rt (12)

в классе возмущений, удовлетворяющих неравенствам (9).
Главная сложность сформулированной оптимальной

задачи заключается в неидентифицируемости неизвест-
ного вектора параметров θ.

Строгая формулировка задачи приведена в конце раз-
дела 2 после получения представления для неконсерва-
тивной верхней оценки показателя качества Jµ.

2. Оптимальная система с известной номи-
нальной моделью

Для объекта с известным вектором ξ параметров номи-
нальной модели и при известном смещении cw регулятор

ut =
1

b1
[(a(q−1)− 1)yt+1 + rt+1 − cw] (13)

гарантирует при всех t равенства

yt+1 − rt+1 = vt+1 − cw =

= δwwt+1 + δy∆1(y)t+1 + δu∆2(u)t+1 . (14)

Из непредсказуемости и произвольности значений правой
части (14) в момент вычисления управления ut следует, что
регулятор (13) является оптимальным для показателя ка-
чества (11). Введем обозначение для передаточной функ-
ции от y к u регулятора (13) :

Gξ(λ) =
a(λ)− 1

b1λ
=

1

b1

n∑
k=1

ak λ
k−1 ,

благодаря чему регулятор (13) принимает вид

ut = Gξ(q−1)yt + rt+1/b1 − cw/b1 , (15)

и

∥Gξ∥ =
1

|b1|

n∑
k=1

|ak| . (16)

Определение 1. Замкнутая система (1), (13) называется
робастно устойчивой в классе возмущений (4), если значе-
ние показателя качества (11) конечно.

Определение 2. Будем говорить, что последователь-
ность |r| равномерно часто попадает в окрестности верх-
него предела ∥r∥ss, если для любого ε > 0 существуют
T > 0 и возрастающая последовательность (t1, t2, . . .)
такие, что

∀j ∈ N 0 < tj+1 − tj ⩽ T ∧ |rtj+1
| ⩾ ∥r∥ss − ε .

Качество оптимальной системы (1), (13) представлено
в теореме 1.

Теорема 1. Для замкнутой системы (1), (13) справедливы
следующие утверждения.

1. Система робастно устойчива при µ = +∞ тогда
и только тогда, когда

δy + δu∥Gξ∥ < 1 . (17)
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Для системы с нулевыми начальными данными y01−n

J+∞(θ, δ) =

δw + δy∥r∥ss +
δu

|b1|
(|cw|+ ∥r∥ss)

1− δy − δu∥Gξ∥
.

(18)
2. Для системы с любыми начальными данными y01−n

Jµ(θ, δ) ⩽ J+∞(θ, δ)

для любой памяти µ > 0. Если в любую окрестность верх-
него предела ∥r∥ss последовательность |r| попадает рав-
номерно часто, то при любых начальных данных

Jµ(θ, δ) ↗ J+∞(θ, δ) =: J(θ, δ) , (19)

где знак ↗ означает монотонную сходимость снизу при
µ→ +∞.

Доказательство теоремы 1. Для доказательства теоре-
мы представим замкнутую систему (1), (13) в стандартной
M − ∆ форме, изображенной на рис. 1 и описываемой
уравнениями(

e
z

)
=M

 f
w
ξ

 , ξ = ∆z , (20)

где e— ошибка слежения (12), z и ξ — соответственно вход
и выход структурированной неопределенности∆,

zt =

(
yt
ut

)
, ξ =

(
∆1 0
0 ∆2

)
z =

(
∆1(y)
∆2(u)

)
,

f — фиксированный входной сигнал, включающий отсле-
живаемый сигнал r и постоянный сигнал, равный 1 :

f =

(
r
1

)
, 1 := (1, 1, . . .) ∈ ℓ∞ .

Рисунок 1.M −∆ форма системы (1), (13).
Figure 1. M −∆ form of system (1), (13)

МатрицуM в (20) представим в блочной форме, соот-
ветствующей входным и выходным сигналам на рис. 1:

M =

(
Mef Mew Meξ

Mzr Mzw Mzξ

)
. (21)

Для системы (1), (13) эта блочная форма имеет вид

M =

 0 0 δw δy δu

1 0 δw δy δu

q

b1
−c

w

b1
δwGξ δyGξ δuGξ

 , (22)

где q—оператор сдвига вперед (qrt = rt+1). Первая стро-
ка матрицы M в (22) соответствует правой части равен-
ства (14), а вторая строка получается переносом rt в пра-
вую часть этого равенства. Третья строкаM соответствует
представлению оптимального регулятора в виде (15).

Необходимое и достаточное условие робастной устой-
чивости (17) следует из теоремы 7 в [6], примененной к си-
стеме (1), (13).

Для доказательства представления (18) для показателя
качества J+∞(θ, δ) достаточно применить теоремы 5 и 6
из статьи [6] (или теоремы 2.18 и 2.22 работы [7]). Введем
обозначение

[A]1 :=

 ∥A11∥1 · · · ∥A1q∥1
...

...
...

∥Ap1∥1 · · · ∥Apq∥1


для произвольной p× q матрицы A импульсных откликов
Aij ∈ ℓ1. Для блочной матрицыM из (21) положим

Mss(f) :=

(
[Meff ]ss + [Mew]1 [Meξ]1
[Mzfr]ss + [Mzw]1 [Mzξ]1

)
.

Согласно теореме 5 из [6],

J+∞(θ, δ) = [Merr]ss + [Mew]1+ (23)
+ [Myξ]1(I − [Mzξ]1)

−1([Mzrr]ss + [Mzw]1) .

Для рассматриваемой системы с матрицей (22) матрица
Mss(f) принимает вид δw δy δu

∥r∥ss + |δw| δy δu

(∥r∥ss + |cw|)/b1 + δw∥Gξ∥ δy∥Gξ∥ δu∥Gξ∥

 .

(24)
Применив формулу (23) к матрице (24), получаем

J(θ, δ) =

=δw + (δy δu)

(
I −

(
δy δu

δy∥Gξ∥ δu∥Gξ∥

))−1

×

×
(

∥rss∥+ δw

(∥r∥ss + |cw|)/b1 + δw∥Gξ∥

)
=

=δw +
1

1− δy − δu∥Gξ∥
(δy δu)×

×
(

1− δu∥Gξ∥ δu

δy∥Gξ∥ 1− δy

)
×

×
(

∥rss∥+ δw

(∥r∥ss + |cw|)/b1 + δw∥Gξ∥

)
.

Учитывая, что

(δy δu)

(
1− δu∥Gξ∥ δu

δy∥Gξ∥ 1− δy

)
= (δy δu) ,

получаем представление (18)

J(θ, δ) = δw +
1

1− δy − δu∥Gξ∥
×

× (δy δu)

(
∥rss∥+ δw

(∥r∥ss + |cw|)/b1 + δw∥Gξ∥

)
=

=
δw + δy∥r∥ss + δu∥r∥ss/|b1|+ δu|cw/b1|)

1− δy − δu∥Gξ∥
.

(25)
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Неравенство Jµ(θ, δ) ⩽ J+∞(θ, δ) во втором утвер-
ждении теоремы 1 очевидно следует из того, что множество
операторных возмущений с ограниченной памятьюµ явля-
ется подмножеством операторных возмущений с бесконеч-
ной памятью. Монотонность последовательности Jµ(θ, δ)
относительно µ следует из строгого возрастания по µ мно-
жеств допустимых операторных возмущений. Наконец, схо-
димость Jµ(θ, δ) к J(θ, δ) гарантируется теоремой 6 из [6].
Теорема 1 доказана.

Последнее априорное предположение АП4 об управля-
емом объекте диктуется условием робастной стабилизиру-
емости (17).

АП4. Неизвестный вектор параметров θ удовлетворяет
неравенству

δy + δu∥Gξ∥ ⩽ δ̄ < 1 (26)

с известным числом δ̄.
Число δ̄ > 0 может быть сколь угодно близким к

1 и выбирается конструктором на основе априорной ин-
формации или вовсе без нее и исключает из рассмотре-
ния неприемлемые для практических приложений модели,
слишком близкие к границе области робастно стабилизи-
руемых объектов.

Задача. Требуется построить обратную связь видаut =
Ut(y

t
1−n, u

t−1
0 ), имеющую конечную память и гарантиру-

ющую выполнение с заданной точностью неравенства

lim sup
t→+∞

|yt − rt| ⩽ J(θ, δ) (27)

при справедливости априорных предположений АП1–АП4.
Главная сложность задачи заключается в неидентифи-

цируемости вектора коэффициентов ξ номинальной моде-
ли и смещения cw , необходимых для использования опти-
мального регулятора (13).

3. Субоптимальное слежение
Решение поставленной задачи базируется на опти-

мальном оценивании, в котором показатель качества за-
дачи управления используется как идентификационный
критерий и минимизируется на текущих оценках множе-
ства неизвестных параметров, согласованных с данными
измерений. Вычисление множественных оценок основано
на следующем простом утверждении.

Лемма 1. Если для некоторой оценки

θ̂ = (ξ̂T , ĉw)T , ξ̂ = (â1, . . . , ân, b̂1)
T ∈ Ξ

неизвестного вектора θ при всех t справедливы неравен-
ства

|â(q−1)yt − b̂1ut−1 − ĉw| ⩽ δw + δypyt + δuput , (28)

то объект управления (1) с вектором параметров θ̂ удовле-
творяет уравнению (1) и априорным предположениям АП1,
АП2 при всех t.

Лемма 1 является частным случаем Леммы 1 работы [9],
в которой дополнительно предполагаются неизвестными
параметры δw, δy, δu.

Из Леммы 1 следует, что при любом управлении объек-
том (1) полная информация о векторе неизвестных пара-
метров θ к моменту времени t имеет вид включения

θ ∈ St = { θ̂ ∈ Θ0

∣∣ |â(q−1)yk − b̂1uk−1 − ĉw| ⩽
⩽ δw + δypyk + δupuk ∀k ⩽ t } ,

где

Θ0 = { θ̂ = (ξ̂T , ĉw)T
∣∣ ξ̂ ∈ Ξ , |cw| ⩽ Cw,

δ̂y + δ̂u∥Gξ̂∥ ⩽ δ̄ } (29)

— априорное множество допустимых параметров θ.
Заметим, что никаким ограниченным управлением

нельзя обеспечить сходимости множеств St к множеству
с одним элементом θ, поскольку априорные верхние гра-
ницы δw, δy, δu, как правило, являются неточными, и кон-
кретные реализации всех возмущений даже при точных
верхних границах только в исключительных случаях неод-
нократно и одновременно принимают значения, соответ-
ствующие их верхним границам. Это означает, что вектор
неизвестных параметров θ не идентифицируем с помощью
ограниченного управления.

Метод рекуррентных целевых неравенств синтеза
адаптивного управления заключается в построении схо-
дящейся последовательности оценок θt → θ∞ при t →
+∞, достаточно точно удовлетворяющих целевым нера-
венствам (28) при всех достаточно больших t. В отличие от
задач адаптивной стабилизации, этого недостаточно для
решения поставленной оптимальной задачи. Действитель-
но, если θt → θ∞ и выполнены целевые неравенства, то
в силу теоремы 1 и непрерывности функции J(θ, δ) следу-
ет неравенство

lim sup
t→+∞

|yt| ⩽ J(θ∞, δ) .

Однако для решения поставленной оптимальной зада-
чи этого неравенства недостаточно и необходимо гаранти-
ровать выполнение с заданной точностью дополнительно-
го неравенства

J(θ∞, δ) ⩽ J(θ, δ) (30)

с неизвестным и не идентифицируемым вектором θ. Из это-
го следует необходимость использования показателя ка-
чества J(θ, δ) задачи управления в роли идентификаци-
онного критерия, т.е. использования оптимального оцени-
вания вида

θt = argmin
θ̂∈St

J(θ̂) . (31)

Непосредственное использование оптимальной иден-
тификации (31) в режиме онлайн невозможно, ввиду воз-
можного неограниченного роста числа целевых нера-
венств в описании множеств St. Для преодоления этой
трудности будут использованы верхние по включению
оценки множеств St с ограниченным числом обновлений
за счет введения мертвой зоны при обновлении оценок.

Выберем число ε > 0 в качестве параметра мертвой
зоны, при этом точность решения поставленной оптималь-
ной задачи слежения будет пропорциональна ε. В каждый
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момент времени t будут вычисляться векторные оценки

θt = (ξTt , c
w
t )
T , ξt = (at1, . . . , a

t
n, b

t
1)

и множественные оценкиΘt неизвестного вектора ξ.
Адаптивный регулятор. Управлениеut в момент t опре-

деляется адаптивным регулятором

ut =
1

bt1
(at1yt + . . .+ atnyt−n+1 + rt+1 − cwt ) . (32)

Выберем в качестве начальной множественной оценки
множествоΘ0, определенное в (29), а качестве начальной
векторной оценки

θ0 = argmin
θ̂∈Θ0

J(θ̂, δ) .

Введем следующие обозначения. После подачи управле-
ния ut в момент времени t и измерения выхода yt+1 в мо-
мент t+ 1 положим

φTt = (−yt,−yt−1, . . . ,−yt−n+1, ut),
ηt+1 = sign(yt+1 − φTt ξt − cwt ) ,
ψt+1 = (ηt+1φ

T
t , ηt+1)

T ,
ht+1 = δw + δypyt+1 + δuput+1 .

Заметим, что значения всех введенных переменных вы-
числяются по данным измерений, доступных к моменту
t + 1. Во введенных обозначениях целевое неравенство
(28) в момент t+ 1 для текущей оценки θt принимает вид

|yt+1 − φTt ξt − cwt | =
= ηt+1yt+1 − ψTt+1θt ⩽ ηt+1ht+1 ,

что эквивалентно

ψTt+1θt ⩾ ηt+1(yt+1 − ht+1) . (33)

Алгоритм обновления векторных оценок θt и множе-
ственных оценокΘt имеет следующий вид:

θt+1 = θt , Θt+1 = Θt , (34)
если ψTt+1θt ⩾ ηt+1(yt+1 − ht+1)− ε|ψt+1| . (35)

В противном случае положим

Θt+1 = Θt ∩ Ωt+1 , (36)

Ωt+1 = { θ̂
∣∣ ψTt+1θ̂ ⩾ ηt+1(yt+1 − ht+1 } , (37)

θt+1 = argmin
θ̂∈Θt+1

J(θ̂, δ) . (38)

Алгоритм оптимального оценивания (34)–(38) имеет
простую геометрическую интерпретацию. Каждое целевое
неравенство (28) представляет собой полоску в Rn+1, за-
данную парой линейных неравенств относительно векто-
ра θ̂. Только одно из этих неравенств, именно неравенство
(33), может нарушаться для вектора θt. Неравенство в (35)
означает, что евклидово расстояние от вектора θt до по-
лупространства Ωt+1, определенного в (37), не больше ε,
и тогда, согласно (34), векторная оценка θt и множествен-
ная оценкаΘt не обновляются. В противном случае желае-
мое неравенство (37) добавляется к списку неравенств, за-
дающих множественную оценку Θt, образуя обновленную

оценку Θt+1. При этом некоторые неравенства из старо-
го списка могут оказаться лишними. Один из эффективных
алгоритмов удаления лишних неравенств описан в рабо-
те [12].

Замечание 1. Введение мертвой зоны с параметром ε
гарантирует ограниченность числа возможных обновлений
оценок θt и Θt и тем самым сходимость оценок за конеч-
ное время. Формула (38) вычисления оптимальной оценки
θt+1 является главной в задаче синтеза адаптивного оп-
тимального управления в условиях неидентифицируемо-
сти вектора параметров θ. Она обеспечивает выполнение
требуемого неравенства (30) с заданной точностью, про-
порциональной параметру мертвой зоны ε.

Субоптимальность адаптивного регулятора (32) уста-
навливается следующей теоремой.

Теорема 2. Пусть выполнены априорные предположе-
ния А1-А4, и параметр мертвой зоны ε в (35) выбран из ин-
тервала

0 < ε <
1− δ̄√
n+Gu

, Gu = max
ξ∈Ξ

∥Gξ∥ .

Тогда для замкнутой системы управления, включающей
объект (1), адаптивный регулятор (32) и алгоритм оценива-
ния (34)–(38) справедливы утверждения:

1) Множественные оценки Θt и векторные оценки θt
сходятся к своим предельным значениям Θ∞ и θ∞ за ко-
нечное время и

J(θ∞, δ) ⩽ J(θ, δ) , (39)

2)
lim sup
t→+∞

|yt| ⩽ J(θ∞, δ) +O(ε) , (40)

гдеO(ε) → 0 при ε→ 0.
Доказательство Теоремы 2 аналогично доказательству

Теоремы 2 в статье [10]. Приведем его краткую схему. Со-
гласно данной выше геометрической интерпретации ал-
горитма оценивания, при нарушениях неравенства (35) из
множественных оценок Θt заведомо удаляются шары ра-
диуса ε с центрами θt и в описание Θt+1 добавляются
неравенства из (37). В результате этого шары радиуса ε/2
с центрами θt не пересекаются. В силу оптимизации (38)

J(θt, δ) ⩽ J(θ, δ)

при всех t, так что оценки θt остаются в ограниченном мно-
жестве в Rn+2 . Поэтому число исключаемых из оценок
Θt не пересекающихся шаров радиуса ε/2 конечно ввиду
ограниченности множества векторов θ̂, удовлетворяющих
неравенству J(θ̂t, δ) ⩽ J(θ, δ). Следовательно конечно
и число возможных обновлений оценокΘt и θt.

Для доказательства неравенства (40) заметим, что по-
сле сходимости θt к θ∞ за конечное время для оценки θ∞
выполняются неравенства (35). Нетрудно показать, что

ε|ψt+1| ⩽ ε(
√
n pyt+1 + put+1 + 1) . (41)

Из (41) и (35) теперь следует, что для оценки θ∞ выполня-
ются неравенства (28) с правой частью

δw + ε+ (δy + ε
√
n)pyt + (δu + ε)put , (42)
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которой соответствует набор верхних границ возмущений

δε = (δw + ε, δy + ε
√
n, δu + ε) .

Тогда в силу Леммы 1 выход yt можно считать выходом объ-
екта (1) с вектором параметров θ∞ = (ξT∞, c

w
∞)T , набором

верхних границ δε и управляемого соответствующим оцен-
ке θ∞ оптимальным регулятором. Далее по Теореме 1

lim sup
t→+∞

|yt − rt| ⩽ Jθ∞, δε) . (43)

Остается заметить, что J(θ∞, δε) = Jθ∞, δ)+O(ε). Ана-
логично [10] можно вычислить постояннуюK , представля-
ющую величинуO(ε) в прямой формеKε.

Замечание 2. Показатель качества J(θ, δ), определен-
ный в (18), запишем, используя (16), в виде

J(θ, δ) =
(δw + δy∥r∥ss)|b1|+ δu∥r∥ss + δu|cw|)

(1− δy)|b1| − δu
∑n

k=1 |ak|
.

(44)
Нетрудно заметить, что этот показатель является дроб-
но-линейной функцией оцениваемого вектора θ (для этого
каждую абсолютную величину |x| следует записать в виде
x = x+ − x−, где x+ ⩾ 0, x− ⩾ 0. Из этого следует,
что оптимизация (38) представляет собой задачу дробно-
линейного программирования при линейных ограничениях.
Эта задача стандартным образом сводится к задаче ли-
нейного программирования [11], для решения которой име-
ется высокоэффективное современное программное обес-
печение. В статье [10] приведены примеры численного мо-
делирования, иллюстрирующие эффективность алгорит-
мов множественного оценивания для объектов управления
с девятью неизвестными параметрами. Заметим, что он-
лайн уменьшение параметра ε для повышения гарантиро-
ванной точности решения оптимальной задачи (38) влечет
рост числа возможных обновлений оценок и числа нера-
венств в описании множественных оценокΘt, т.е. к повы-
шению вычислительной сложности оптимальной задачи.

Замечание 3. Главное достоинство рассмотренного
адаптивного управления заключается в обеспечении оп-
тимальной с заданной точностью асимптотической верх-
ней оценки показателя качества для любого допустимо-
го и не идентифицируемого вектора θ. Главный же недо-
статок заключается в единой области допустимых значе-
ний коэффициентов усиления неопределенностей δy и δu
в виде неравенства (26). В то же время эта единая (универ-
сальная) для всех допустимых θ область является сколь
угодно близкой к оптимальной универсальной области за
счет выбора достаточно близкого к единице параметра δ̄.
Традиционные алгоритмы оценивания на базе градиентно-
го алгоритма или метода наименьших квадратов не только
не могли гарантировать никакой оптимальности адаптив-
ного управления, но и допускали только достаточно ма-
лые области робастной устойчивости, поскольку обосно-
вывались с помощью метода функций Ляпунова, вносив-
шего значительный консерватизм в результаты по устой-
чивости по сравнению с ℓ1-теорией робастного управле-
ния. Это проявлялось, в частности, и в том, что в тради-
ционном робастном адаптивном управлении вместо струк-
турированной неопределенности по выходу и управлению

рассматривалась неструктурированная неопределенность
δ = max(δy, δu), вносившая дополнительный консерва-
тизм. Для такой неструктурированной неопределенности
наиболее продвинутый результат на основе градиентно-
го алгоритма оценивания был получен в статье [13] именно
в контексте ℓ1-теории при центрированном внешнем воз-
мущении (т.е. при cw = 0) для авторегрессионного объекта
с запаздыванием в управлении.

Заключение
Традиционные алгоритмы оценивания неизвестных па-

раметров объекта управления с детерминированными воз-
мущениями представляют собой модификации градиент-
ного алгоритма или алгоритма метода наименьших квадра-
тов и не могут гарантировать оптимальности адаптивно-
го управления. Более сложные алгоритмы множественно-
го оценивания открывают возможности синтеза адаптив-
ного оптимального управления при использовании пока-
зателя качества задачи управления как идентификацион-
ного критерия. В данной работе рассмотрена задача оп-
тимального робастного слежения для авторегрессионного
объекта с неизвестной номинальной моделью и неизвест-
ным смещением ограниченного внешнего возмущения, но
с известными коэффициентами усиления неопределенно-
стей по выходу и управлению и известной верхней грани-
цей несмещенного внешнего возмущения. Благодаря дроб-
но-линейному виду показателя качества в виде асимпто-
тически наихудшего возможного отклонения выхода объ-
екта от отслеживаемого сигнала, вычисление текущих оп-
тимальных оценок сводится к линейному программирова-
нию и реализуемо в режиме онлайн по крайней мере для
объектов невысокого порядка.
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Аннотация
Работа посвящена исследованию влияния нормальной на-
грузки на устойчивость сжимаемого продольной силой
стержня. Рассматриваются два вида граничных условий:
граничные условия жесткой заделки и условия шарнирно-
го опирания. Отмечается, что в случае граничных условий
шарнирного опирания форма упругой линии стержня каче-
ственно зависит от величины продольной силы.

Abstract
The work is devoted to the study of the effect of normal load
on the stability of a rod compressed by a longitudinal force.
Two types of boundary conditions are considered: the bound-
ary conditions of rigid sealing and the conditions of hinge sup-
port. It is noted that in the case of the boundary conditions of
the hinge bearing, the shape of the elastic line of the rod qual-
itatively depends on the magnitude of the longitudinal force.

Ключевые слова:
упругая энергия, вариационная задача, упругая линия,
уравнение Эйлера, критическая сила

Keywords:
elastic energy, variational problem, elastic line, Euler equa-
tion, critical force

Введение
Исследование задач устойчивости гибких элементов

конструкций и упругих систем в настоящее время занима-
ет одно из центральных мест в механике деформируемого
твердого тела и представляет значительный интерес. Тео-
рия устойчивости упругих систем берет свое начало с работ
Эйлера по теории продольного изгиба [1]. Проблемы упругой
устойчивости исследовались многими авторами [2–5]. Ва-
риационный подход к данным задачам был развит С.П. Ти-
мошенко [6], который решил ряд задач устойчивости стерж-
ней, пластин и оболочек. На основе вариационного подхо-
да можно доказать теорему существования решения урав-
нений равновесия. Также можно убедиться, что в устой-
чивом положении равновесия функционал полной энергии
достигает локального минимума. Общая концепция упру-
гой бифуркационной устойчивости предложена в моногра-
фии В.В. Новожилова [7]. В связи со стремительным разви-
тием вычислительной техники и появлением универсаль-
ных численных алгоритмов решения краевых задач (метод
граничных элементов, метод конечных элементов), к насто-
ящему времени имеются комплексы программ, позволяю-
щие рассчитывать упругие конструкции на устойчивость,
например [3].

В общем случае проблемы упругой устойчивости сво-
дятся к нахождению точек бифуркации некоторых нели-
нейных уравнений, или к нахождению параметров, при ко-
торых некоторая вариационная задача имеет несколько
решений.

Предположим, что полная потенциальная энергия упру-
гой конструкции имеет вид

Φ(u, λ) = F (u) +G(u, λ), (1)

где u – функция, характеризующая состояние упругой си-
стемы (это может быть, например, вектор перемещения,
тензор деформации и т.д.), F (u) – упругая энергия систе-
мы,G(u, λ) – работа внешних сил, λ – параметр, характе-
ризующий внешнюю нагрузку. Пусть уравнение Эйлера для
функционала (1) записывается в виде

L(u, λ) = 0, (2)

где L – дифференциальный, вообще говоря, нелинейный
оператор. Поиск критического параметра λ сводится к на-
хождению точек бифуркации уравнения (2).

Одной из важных проблем является задача изучения
влияния односторонних связей на устойчивость упругой
конструкции. Наличие таких связей приводит к появлению
неравенств, которым должны удовлетворять перемещения.

Интересные задачи устойчивости упругих систем при
односторонних ограничениях на перемещения решены
В.И. Феодосьевым [4]. Он рассмотрел задачу плоского
изгиба упругого стержня, находящегося в первоначаль-
ном недеформированном состоянии между двумя жестки-
ми стенками на одинаковом расстоянии от каждой из них,
исследована задача устойчивости тонкостенного кольца,
сжимаемого накинутой на него абсолютно гибкой нерастя-

18
Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»
www.izvestia.komisc.ru



жимой нитью, натягиваемой силой, а также кольца, встав-
ленного в жесткую обойму. Влияние односторонних свя-
зей на устойчивость цилиндрических оболочек при осе-
вом сжатии изучалось в работе [8]. Анализ упругих си-
стем на устойчивость при наличии односторонних (неудер-
живающих) связей сводится к определению параметров,
при которых задача оптимизации имеет не единственное
решение. Это, в свою очередь, приводит к необходимо-
сти решать невыпуклые задачи математического програм-
мирования с применением методов глобальной оптимиза-
ции. Общая теория и методы решения задач устойчивости
упругих систем при наличии односторонних связей изло-
жены в работе [9]. Во многих случаях системы, ограничен-
ные односторонними связями, сводятся к идентификации
условной положительности квадратичных форм на кону-
сах. Алгебраический критерий условной положительности
в самом важном случае, когда конус есть неотрицатель-
ный ортант в Rn, предложен в работах В.Л. Крепса [10]
и Л.Б. Рапопорта [11]. Систематическому применению нера-
венств в механике посвящена монография П. Панагиотопу-
лоса [12].

Некоторые контактные задачи, в том числе и задачи
устойчивости упругих систем при наличии односторонних
ограничений на перемещения, и методы их решений рас-
смотрены в трудах [13], [14].

В данной работе показано влияние поперечной нагруз-
ки на устойчивость сжимаемого продольной силой стерж-
ня. Предполается, что прогибы стержня с одной стороны
ограничены жестким препятствием.

Гибкий стержень, нагруженный продольной
сжимающей силой и поперечной нагрузкой
Рассмотрим стержень длины l, нагруженный продоль-

ной сжимающей силойP и поперечной силой q > 0. Пусть
w = w(s), z = z(s) — координаты точек упругой линии,
s — длина дуги, w(s) — прогиб, ось z совпадает с перво-
начальной недеформированной осью стержня (рис. 1).

Рисунок 1. Направление действующих сил и форма прогиба стержня.
Figure 1. The direction of the acting forces and the shape of the deflection of
the rod.

Предположим, что прогиб стержня ограничен с одной
стороны жестким препятствием, так что w(s) ≥ 0. Обо-
значим через φ угол между касательной к упругой линии
и осью z. Для определенности предположим, что выпол-
нены граничные условия жесткой заделки

φ = 0, w = 0 при s = 0, l. (3)

Определение упругой линии стержня сводится к следую-
щей вариационной проблеме

U(l;w) =

l∫
0

(
EJ

2
φ′
s
2−P (1−cosφ)+qw

)
ds→ min

w,φ
,

где E — модуль Юнга, J — момент инерции поперечного
сечения стержня, l — длина стержня. При этом выполня-
ются геометрические равенства

w′
s = sinφ, z′s = cosφ. (4)

Предположим, что сила P больше первой критической
силы Эйлера и выполнено неравенство 4π2EJ/l2 < P <
16π2EJ/l2. Пусть (l1, l2)— интервал максимальной дли-
ны, на котором w(s) > 0. Ясно, что φ(l1) = φ(l2) =
0, w(l1) = w(l2) = 0, поэтому можно считать, что
l1 = 0, l2 > l/2 и w(s) ≡ 0, s ̸∈ [0, l2]. Определе-
ние перемещений на интервале [0, l2] сводится к задаче
изопериметрического типа

U(w, l2) → min
w,φ,l2

,

l2∫
0

sinφds = 0 (5)

при условиях (3), (4).
Составим по обычным правилам вариационного исчис-

ления функционал Лагранжа

L(w,φ, l2) = U(w, l2)+

+

l2∫
0

(λ(w′
s − sinφ) +m1 sinφ)ds. (6)

Система уравнений Эйлера для функционала L(w,φ, l2)
имеет вид

EJφ′′
ss + P sinφ−m1 cosφ+ λ cosφ = 0,

λ′ = q. (7)

Из второго уравнения получаем λ = −qs +m2. Сделаем
замену переменных s = l2τ и введем обозначения

k2 =
Pl2
EJ

, ρ =
ql32
EJ

, m =
(m1 −m2)l

2
2

EJ
+

1

2
ρ. (8)

Первое из уравнений (7) записывается в виде

φ′′ = −k2 sinφ− ρ(τ − 1

2
) cosφ+m cosφ, (9)

где штрих обозначает производную по τ . Из условия мини-
мума функционала (6) по переменной l2 (если l2 < l) полу-
чаем еще одно граничное условие φ′(1) = 0. Уравнение
(9) не интегрируется в квадратурах.

Умножая обе части уравнения (9) на φ′(τ) и интегри-
руя в пределах от 0 до 1, получим φ′2(1) = φ′2(0). Яс-
но, что φ(0) ≥ 0 и φ(1) ≥ 0, ибо в противном случае
в достаточно малой окрестности концов интервала [0, 1]
прогиб будет принимать отрицательные значения. Но то-
гда φ′(0) = φ′(1). Из последнего равенства следует, что
функция w(τ) симметрична относительно середины ин-
тервала [0, 1], т.е. для τ ∈ [0, 1

2
]

w(
1

2
− τ) = w(

1

2
+ τ), φ(

1

2
− τ) = −φ(1

2
+ τ).
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Интегрируя уравнение (7) в пределах от 0 до 1, получим, что

m
1∫
0

cosφdτ = 0, а значит, иm = 0.

Граничные условия жесткой заделки
Пусть φ(α; τ) — решение уравнения (9) при m = 0

c начальными условиями φ(0) = 0, φ′(0) = α (решение

задачи Коши) и w(α; τ) =
τ∫
0

sin(φ(α; t))dt. Обозначим

ω(α) = φ(α; 1), ψ(α) = w(α; 1), тогда

ξ(α) =
√
w2(α) + ω2(α).

Прификсированных значениях k и ρ находим все значения
параметра α, при которых

ξ(α) = 0, (10)

т.е. одновременно ψ(α) = 0 и ω(α) = 0. Еслиw(α; τ) ≥
0 для всех значений τ ∈ [0, 1], то при заданных k и ρ най-
дено допустимое положение равновесия.

Графики функции ξ(α) представлены на рис. 2 и 3. Ре-
зультаты вычислений для k = 2.05π приведены в табл. 1.

Рисунок 2. График функции ξ(α) при k = 2.05π, q = 0 для граничных
условий жесткой заделки.
Figure 2. Graph of the function ξ(α) for k = 2.05π, q = 0 for boundary
conditions of rigid termination.

Рисунок 3. График функции ξ(α) при k = 2.05π, q = 0.5 для гранич-
ных условий жесткой заделки.
Figure 3. Graph of the function ξ(α) for k = 2.05π, q = 0.5 for boundary
conditions of rigid termination.

Таблица 1
Результаты вычислений при k = 2.05π, граничные условия жесткой

заделки
Table 1

Calculation results for k = 2.05π, boundary conditions of rigid termination
ρ 0 0.5 1 1.3 ρ∗ = 1.6
α1 0 0.471 0.414 1.414 2.26
U1 0 −0.05 −0.268 −0.499 −1.27

wmax 0 0.025 0.054 0.1285 0.115
α2 3.958 3.02 6.55 6.4 2.26
U2 −3.868 −2.693 −2.69 −2.256 −1.274

wmax 0.1909 0.179 0.163 0.151 0.115

При ρ = 0 существуют два корня уравнения (10): пер-
вый корень α1 = 0 соответствует тривиальному реше-
нию φ(τ) = 0, w(τ) = 0, τ ∈ [0, 1], второй корень
дает нетривиальное положение равновесия стержня. При
при увеличении ρ появляется два нетривиальных решения
уравнения (10) (рис. 3).

При ρ > ρ∗ у уравнения (10) нет решений. При мень-
ших значениях ρ имеются два корня α1 и α2, α1 < α2,
(α2 −α1) → 0 при ρ→ ρ∗. Первый корень α1 возраста-
ет, второй корень α2 убывает, а при ρ = ρ∗ они сливаются
в один. В табл. 1 приведеныU1 иU2 — значения интеграла

U(w) =
1∫
0

(
φ′2 − k2(1 − cosφ) − ρw

)
dτ . Этот инте-

грал с точностью до положительной константы совпадает
с полной энергией системы. U1 соответствует корню α1,
а U2 — корню α2.

На рис. 4 представлена упругая кривая при граничных
условиях жесткой заделки. На этом и последующих рисун-
ках по оси абсцисс отложена координата z(τ), а по оси
ординат — координата w(τ).

Рисунок 4. Упругая кривая {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 2.05π,
ρ = 0.5 для граничных условий жесткой заделки.
Figure 4. Elastic curve {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 2.05π, ρ =
0.5, for boundary conditions of rigid termination.

Граничные условия шарнирного опирания
Эти условия означают, что на концах стержня отсут-

ствуют перемещения и изгибающие моменты равны нулю,
т.е.

w(0) = 0, w′′(0) = 0, w(1) = 0, w′′(1) = 0. (11)

Из (4) следует, что (11) эквивалентно условиям

φ′(s) = 0, w(s) = 0 при s = 0, l.

На рис. 5 представлена упругая кривая при k =
1.3π, q = 0.
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Рисунок 5. Упругая кривая {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 1.3π,
ρ = 0 для граничных условий шарнирного опирания.
Figure 5. Elastic curve {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 1.3π, ρ = 0
for boundary conditions of the hinge support.

При данных значениях параметров (k = 1.3π, q = 0)
существует единственная кривая, которая является фор-
мой равновесия. Как и в случае граничных условий жест-
кой заделки при q > 0, обозначим ω(α) = φ′(α; 1),
ψ(α) = w(α; 1), ξ(α) =

√
w2(α) + ω2(α). Далее на-

ходим все значения параметра α, при которых ξ(α) = 0,
т.е.

w(0) = 0, w′′(0) = 0, w(1) = 0, w′′(1) = 0. (12)

Результаты вычислений при k = 1.3π приведены в табл. 2.

Таблица 2
Результаты вычислений при k = 1.3π для граничных условий

шарнирного опирания
Table 2

Calculation results for k = 1.3π for boundary conditions of the hinge
support

ρ 0 20 30 30.45 40
α1 0 1.05 1.38 1.38 1.55
U1 0 −0.381 −0.116 0.0089 1.05

wmax 0 0.297 0.353 0.373 0.358
α2 1.93 2.12 2.30 2.325 2.56
U2 −11.9 −8.79 −8.39 −8.45 −9.07

wmax 0.403 0.396 0.38 0.373 0.358

Как и в случае жесткой заделки при q > 0 (не очень
больших), найдется два решения уравнения (12) α1 и α2,
графики которых представлены на рис. 6 и 7 при k =
1.3π, ρ = 30.

Рисунок 6. Упругая кривая {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 1.3π,
q = 30, α1 = 1.38 для граничных условий шарнирного опирания.
Figure 6. Elastic curve {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 1.3π,
q = 30, α1 = 1.38 for boundary conditions of the hinge support.

Рисунок 7. Упругая кривая {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 1.3π,
q = 30, α2 = 2.30 для граничных условий шарнирного опирания.
Figure 7. Elastic curve {z(τ);w(τ)}, τ ∈ [0, 1], k = 1.3π,
q = 30, α2 = 2.30 for boundary conditions of the hinge support.

Таблица 3
Результаты вычислений при k = 1.1π для граничных условий

шарнирного опирания
Table 3

Calculation results for k = 1.1π for boundary conditions of the hinge
support

ρ 0 2 2.5 3.0 4.0
α1 0 0.408 .5495 − −
U1 0 −0.291 −0.546 − −

wmax 0 0.128 0.549 − −
α2 1.21 1.07 0.801 0.801 0.801
U2 −3.67 −2.55 −2.09 −1.24 −1.15

wmax 0.329 0.301 0.284 0.23 0.241

Результаты вычислений существенно зависят от вели-
чины продольной силы k. Для небольших значений k при
увеличении поперечной нагрузки q первый корень α1 ис-
чезает (табл. 3). В частности, при k = 1.1π, q > 3
остается только один корень уравнения (12). Если k до-
статочно велико, то начиная с некоторых q первому кор-
ню будет соответствовать положительное значение полной
энергии. Например, при k = 1.3π, ρ > 301.45, что говорит
о неусточивости такого положения равновесия. Поэтому на
практике оно не реализуется.
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Аннотация
В работе рассматриваются вопросы устойчивости кругово-
го кольца, сжимаемого равномерно распределенными цен-
тральными силами, при наличии односторонних ограниче-
ний на перемещения. Во второй части статьи решена за-
дача о колебаниях кольца, подкрепленного нитями одно-
стороннего действия. Задачи сводятся к решению некото-
рой вариационной проблемыпри ограничениях на искомые
функции в виде линейных уравнений и неравенств.

Abstract
The paper deals with the issues of stability of a circular ring
compressed by uniformly distributed central forces in the
presence of one-sided restrictions on displacements. In the
second part of the article, the problem of oscillations of a ring
supported by single-acting threads is solved. The problems
are reduced to solving some variational problem under re-
strictions on the desired functions in the form of linear equa-
tions and inequalities

Ключевые слова:
устойчивость, кольцо, вариационная задача, точки бифур-
кации, односторонние ограничения, колебания

Keywords:
stability, ring, variational problem, bifurcation points, one-
sided constraints, oscillation

Введение
В настоящей работе рассматриваются конструктивно–

нелинейные задачи устойчивости и свободных колебаний
колец [1], подкрепленных нерастяжимыми нитями, так что
расстояние между точками прикрепления концов нити не
может увеличиваться, и они не выдерживают сжимающих
усилий. Эти задачи не могут быть линеаризованы, обла-
дая нелинейностью как существенным свойством, так как
их напряженно-деформированное состояние описывает-
ся негладкими функциями. При математической форма-
лизации расчет на устойчивость сводится к отысканию
параметра нагрузки, при котором происходит бифуркация
решения задачи вариационного исчисления при наличии
ограничений на искомые функции в виде неравенств. При
конечномерной аппроксимации получаем задачу нахож-
дения параметра нагрузки, при которой происходит би-
фуркация решений задач нелинейного программирования.
Последняя задача может быть сведена к идентификации
условной положительной определенности квадратичных
форм на конусах. В общем случае требуется применять
методы глобальной оптимизации, например метод ветвей
и границ [2]. Некоторые задачи устойчивости и закритиче-
ского поведения при наличии односторонних ограничений
на перемещения рассмотрены в работах [3–6].

1. Устойчивость колец с односторонним под-
креплением

Рассмотрим задачу устойчивости упругих колец, под-

крепленных упругими нитями, которые не воспринимают
сжимающих усилий. Пусть один конец нити прикреплен
к неподвижному центру кольца, другой – к некоторой точ-
ке кольца. Предположим, что нить является нерастяжимой,
т.е. в результате деформации расстояние между центром
кольца и точкой прикрепления не может увеличиваться.
Обозначим через ϑ центральный угол, w(ϑ) – радиаль-
ное перемещение (прогиб), v(ϑ)– касательное перемеще-
ние точек кольца.

Отметим, что из условия несжимаемости оси кольца
следует равенство

v′ = −w. (1)

Пусть нити расположены так часто, что их можно счи-
тать непрерывно распределенными по кольцу. Тогда зада-
ча на устойчивость сводится к отысканию таких значений
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силы P, при которых вариационная проблема

J(w) =
D

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ−

−P
2

∫ 2π

0

(w′2 − w2)dϑ→ min
w

(2)

имеет нетривиальное решение при граничных условиях пе-
риодичности и ограничениях

w(ϑ) ≤ 0. (3)

Здесь D — жесткость на изгиб в плоскости кольца, R —
радиус кольца. Первый интеграл в (2) представляет собой
упругую энергию, второй — работу сил нормального дав-
ления.

Выпишем уравнение Эйлера для функционала (2):

wIV + (2 + k2)w′′ + (1 + k2)w = 0, (4)

где k2 = PR3

D
. Соответствующее характеристическое

уравнение

λ4 + (2 + k2)λ2 + (1 + k2) = 0

имеет решения

λ1,2 = ±i; λ3,4 = ±i
√
1 + k2.

Тогда функция прогиба представима в виде

w = A1 sinϑ+A2 cosϑ+A3 sinαϑ+A4 cosαϑ, (5)

где α =
√
1 + k2.

Зафиксируем некоторый угол β > 0. Будем считать,
что w(ϑ) < 0, ϑ ∈ (0, β) и w(ϑ) ≡ 0, ϑ ∈ (β, 2π).
Первая производнаяw′(ϑ) должна быть непрерывной при
ϑ ∈ (0, 2π), тогда функция w удовлетворяет граничным
условиям

w(0) = 0, w′(0) = 0, w(β) = 0, w′(β) = 0. (6)

Подставляя (5) в (6), получим систему линейных уравне-
ний

A2 +A4 = 0,
A1 + αA3 = 0,
A1 sinβ +A2 cosβ+

+A3 sin(αβ) +A4 cos(αβ) = 0,
A1 cosβ −A2 sinβ+

+αA3 cos(αβ)− αA4 sin(αβ) = 0.

(7)

Выражая из первых двух уравнений последней системыA1

иA4, получим {
A4 = −A2,
A1 = −α̃A3.

(8)

Третье и четвертое уравнения в системе (7) примут вид
−αA3 sinβ +A2 cosβ+

+A3 sin(αβ)−A2 cos(αβ) = 0,
−αA3 cosβ −A2 sinβ+

+αA3 cos(αβ) + αA2 sin(αβ) = 0.

(9)

После упрощения имеем
A3(sin(αβ)− α sinβ)+

+A2(cosβ − cos(αβ)) = 0,
A3(α cos(αβ)− α cosβ)+

+A2(α sin(αβ)− sinβ) = 0.

(10)

Система уравнений имеет нетривиальное решение, если ее
определитель равен нулю, т.е.

∆(α) = (sin(αβ)− α sinβ)(α sin(αβ)− sinβ)−

−(cosβ − cos(αβ))(α cos(αβ)− α cosβ) =

= −2α+ 2α cos(αβ) cosβ + sin(αβ) sin β+

+α2 sin(αβ) sin β = 0. (11)

Решая уравнение (11) относительно неизвестной α, по-
лучим функцию α = α(β). При заданном β уравнение
имеет бесконечное число корней. Очевидно, чтоα = 1 яв-
ляется корнем уравнения при любом β. Заметим, что при
α = 1 параметр k = 0, значит, и сила P равна нулю.
Далее находим форму прогиба по формулам (5). Неслож-
но убедиться, что формула (5) при α = 1 дает переме-
щение кольца как жесткого целого. Следовательно, надо
находить минимальный корень уравнения (11), удовлетво-
ряющий условию α > 1. Также необходимо выполнение
знаковых ограничений (3). Чем больше угол β, тем меньше
k2, а значит и сила P . Значения критического параметра P
в зависимости от значений угла β приведены в табл. 1.

Таблица 1
Значения критического параметра α в зависимости от угла β

Table 1
Values of critical parameter α depending on angle β

β
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4

α 4.9801 4.2915 3.2136 3 2.4841

Численные эксперименты при β > π показали, что график
w будет менять знак на интервале (0, β), т.е. ограничения
неотрицательности на функцию w не будут выполняться.

Таким образом, минимальное критическое значение па-
раметраα = 3, откуда находим: k2 = 8, что соответствует
равенству P = 8D/R3. Заметим, что критическое давле-
ние для неподкрепленного кольца определяется формулой
P = 3D/R3.

Случай центральной нагрузки. Рассмотрим сначала
случай плоской деформации. Тогда задача с односторон-
ними ограничениями на перемещения может быть сведена
к вариационной проблеме

J̃ =
D

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ→ min (12)

при ограничениях

J1 =
1

2

∫ 2π

0

(w′2 − 2w2)dϑ = 1, (13)

w ⩾ 0. (14)

Нетрудно показать, что решение задачи (12)–(14) можно
искать среди функций строго положительных на некотором
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интервале [0, ϑ0] и равных нулю, если ϑ /∈ [0, ϑ0]. Функ-
цию прогиба будем считать равной

w = A1 sin α̃ϑ+A2 cos α̃ϑ+

+A3 sin β̃ϑ+A4 cos β̃ϑ, (15)

где

α =

√
2 + k2 −

√
k4 − 4k2

2
,

β =

√
2 + k2 +

√
k4 − 4k2

2
, k2 =

P

EJ
.

Функция w(ϑ) должна удовлетворять граничным услови-
ям

w(0) = w(ϑ0) = 0, w′(0) = w′(ϑ0) = 0. (16)

Подставляя (15) в (16), получим систему уравнений

A2 +A4 = 0,

α̃A1 + β̃A3 = 0,
A1 sin α̃ϑ0 +A2 cos α̃ϑ0+

+A3 sin β̃ϑ0 +A4 cos β̃ϑ0,
A1α̃ cos α̃ϑ0 −A2α̃ sin α̃ϑ0+

+A3β̃ cos β̃ϑ0 −A4β̃ sin β̃ϑ0.

(17)

Неизвестными в системе (17) будут коэффициенты
A1, A2, A3, A4. Выражая из первых двух уравнений по-
следней системыA1, A4, получим{

A4 = −A2,

A1 = −β̃/α̃A3.
(18)

Тогда последние два уравнения системы (17) можно упро-
стить

A3(− β̃
α̃
sin α̃ϑ0 + sin β̃ϑ0)+

+A2(cos α̃ϑ0 − cos β̃ϑ0) = 0,

A3(β̃ cos β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0)+

+A2(β̃ sin β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0) = 0.

(19)

Определитель системы (19) имеет вид

∆ = (sin β̃ϑ0 −
β̃

α̃
sin α̃ϑ0)(β̃ sin β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0)−

−(cos α̃ϑ0 − cos β̃ϑ0)(β̃ cos β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0). (20)

Для существования нетривиального решения краевой за-
дачи необходимо и достаточно, чтобы

∆ = ∆(k;ϑ0) = 0. (21)

Нетривиальные решения системы (19) при k = k1 или
k = k2 находим следующим образом. Полагая A3 = 1,
находим

A2 =
sin(α̃k)− sin(β̃k)

cos(α̃k)− cos(β̃k)
.

Первые два корня уравнения (21) приведены в табл. 2.
Таблица 2

Значения критического параметра k
Table 2

Critical parameter values k

ϑ0
2π

3

3π

4

3π

4.3

k1 4.3154 4.0463 4.3132

k2 4.4849 4.3099 4.3132

На рис. 1 представлены графики прогибов w(ϑ) при
ϑ0 =

2π
3
. На рис. 2 – графики прогибов w(ϑ) при ϑ = 3π

4
.

(A) (B)
Рисунок 1. Форма прогиба w(ϑ) при ϑ0 = 2π

3
, k = k1 (A); форма про-

гибаw(ϑ) при ϑ0 = 2π
3
, k = k2 (B).

Figure 1. Deflection shapew(ϑ) atϑ0 = 2π
3
, k = k1 (A); deflection shape

w(ϑ) at ϑ0 = 2π
3
, k = k2 (B).

(A) (B)
Рисунок 2. Форма прогибаw(ϑ) при ϑ0 = 3π

4
, k = k1 (A); форма про-

гибаw(ϑ) при ϑ0 = 3π
4
, k = k2 (B).

Figure 2. Deflection shape w(ϑ) at ϑ0 = 3π
4
, k = k1 (A); deflection

shapew(ϑ) at ϑ0 = 3π
4
, k = k2 (B).

При k = k1 для ϑ0 ̸= 3π
4
прогиб w(ϑ) меняет знак

(рис. 2 A), следовательно, ограничение (14) не выполняется.
Подходящим (т.е. удовлетворяющим односторонним огра-
ничениям) является второй корень k = k2 при ϑ0 <

3π
4

(рис. 2 B). Рассмотрев график производной w′(ϑ), заме-
чаем, что при ϑ0 = 3π

4
производная обращается в ноль

на интервале [a, b] ровно три раза. Это означает, что са-
ма функция w(ϑ) на этом интервале имеет три точки экс-
тремума, откуда следует, что функция меняет знак на этом
интервале (рис. 2 B). Если ϑ0 = 3π

4.3
, то корни уравнения

(21) будут кратными. С другой стороны, чем больше ϑ0, тем
меньше значение критического параметра k. Таким обра-
зом, значение безразмерного параметра критической силы
при наличии односторонних ограничений на перемещения
(14) будет равно

k2 = k21 = k22 =
PR3

D
= 18.6044. (22)

В случае плоской деформации при аппроксимации
сплайнами прогиба w(ϑ) при m = 72 получено следу-
ющее значение безразмерного параметра:
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P̃ =
PR3

D
= 18.5854.

Сравнивая это значение с (22), находим, что точность чис-
ленного решения задачи равна

18.6044− 18.5854

18.6044
= 0.00102 = 0.1%.

Отношение P̃
P1

= 18.5854
4.5

= 4.1301. А из формулы (22)
18.6044

4.5
= 4.1343. Таким образом, подкрепление нитями

увеличивает критическую нагрузку кольца в 4.13 раза.

2. Колебания колец
Координаты точек деформированного кольца имеют

вид{
x(ϑ) = (R+ w(ϑ)) cosϑ− v(ϑ) sinϑ,

y(ϑ) = (R+ w(ϑ)) sinϑ+ v(ϑ) cosϑ.
(23)

Упругая энергия деформированного кольца, подкреплен-
ного нитями с жесткостью c, записывается в виде

U =
D

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ+
c

2

2π∫
0

w2dϑ. (24)

Кинетическая энергия кольца описывается уравнением

T =
Rρ

2

2π∫
0

(ẇ2 + v̇2)dϑ. (25)

Здесь ρ – линейная плотность материала. Условие несжи-
маемости оси кольца x′2 + y′2 = R2 после преобразова-
ний примет вид: v′ = −w.

Для получения уравнений колебания кольца применим
принцип наименьшего действия: если T – кинетическая
энергия системы, U – потенциальная энергия, необходи-
мо найти минимум функционала действия:

J =

t1∫
t0

(T − U)dt.

В нашем случае

J =

t1∫
t0

Rρ
2

2π∫
0

(v̇2 + v̇′2)dϑ−

− D

2R3

2π∫
0

(v′′′ + v′)2dϑ− c

2

2π∫
0

v′2dϑ

 dt. (26)

Выпишем уравнение Эйлера-Остроградского:

Rρ(v̈ − v̈′′) =
D

R3
(vV I + 2vIV + v′′) + cv′′. (27)

Решение уравнения (27) ищем в виде:

v(ϑ, t) = ξ(t)η(ϑ). (28)

Применяя метод разделения переменных, приходим к двум
уравнениям:

ξ̈ +
D

R4ρ
λ2ξ = 0, (29)

ηV I + 2ηIV + c̃η′′ + λ2(η − η′′) = 0. (30)

Уравнение (29) означает, что движение носит колебатель-
ный характер, а уравнение (30) описывает форму колеба-
ний.

Решение (29) имеет вид

ξ = C1 sinωkt+ C2 cosωkt, (31)

где ωk =
√

Dλ2k
R4ρ

– частота собственных колебаний. Реше-
ние уравнения (30) должно быть 2π-периодическим. Этому
условию удовлетворяет функция вида:

ηk =
∞∑
k=1

(ak(t) sin(kϑ) + bk(t) cos(kϑ)). (32)

Подставляем ряд (32) в (30) и с учетом ортогональности по-
лучаем

η =
[
−k6 + 2k4−

− (c̃− p2)k2 + λ2
]
(sin(kϑ) + cos(kϑ)). (33)

Нетривиальное решение существует, если

−k6 + 2k4 − (c̃− p2)k2 + λ2 = 0.

Откуда находим зависимость частоты колебаний от номера
гармоники

λ2
k =

k6 − 2k4 + c̃k2

k2 + 1
. (34)

Общее решение (27) дается формулой:

v(ϑ, t) =
∞∑
k=1

(
C1k sin(ωkt)+C2k cos(ωkt)

)
sin(kϑ)+

+
∞∑
k=1

(
C̃1k sin(ωkt) + C̃2k cos(ωkt)

)
cos(kϑ). (35)

Для определения движения необходимы начальные усло-
вия при t = 0:

v(ϑ, 0) = v0(ϑ), v̇(ϑ, 0) = v̇0(ϑ), (36)

где v0 и v̇0 — известные значения. Разлагая их в ряд
Фурье и используя (35), можно найти коэффициенты
C1k, C2k, C̃1k, C̃2k .
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Колебания кольца, подкрепленного нитями односто-
роннего действия. Предположим, что кольцо подкреплено
нитями, которые не воспринимают сжимающих усилий, т.е.
упругая энергия нитей определяется формулой

c

2

2π∫
0

w2
+dϑ, (37)

где w+ — положительная срезка функции

w+ = max{0, w} =
w + |w|

2
.

В данном случае функционал J принимает вид

J =

t1∫
t0

Rρ
2

2π∫
0

(ẇ2 + v̇2)dϑ−

− D

2R3

2π∫
0

(w′′ + v′)2dϑ− c

2

2π∫
0

w2
+dϑ

 dt. (38)

Перемещения точек кольца ищем в виде

v =
N∑
k=1

(Ak(t) sin(kϑ) +Bk(t) cos(kϑ)), (39)

w =
N∑
k=1

(kAk(t) cos(kϑ)− kBk(t) sin(kϑ)). (40)

Функционал (38) принимает стационарное значение. Вы-
пишем для него уравнения Эйлера относительноAk иBk

Rρπ(1 + k2)Äk +
D

R3
π(k3 − k)2Ak+

+ c

2π∫
0

S+k cos(kϑ)dϑ = 0, (41)

Rρπ(1 + k2)B̈k +
D

R3
π(k3 − k)2Bk−

− c

2π∫
0

S+k sin(kϑ)dϑ = 0, (42)

где S+ =
[∑N

j=1(jAj cos(jϑ)− jBj sin(jϑ))
]
+
.

Выражаем вторые производные

Äk = − D(k3 − k)2

R4ρ(1 + k2)
Ak−

− c

Rρπ(1 + k2)

2π∫
0

S+k cos(kϑ)dϑ, (43)

B̈k = − D(k3 − k)2

R4ρ(1 + k2)
Bk+

+
c

Rρπ(1 + k2)

2π∫
0

S+k sin(kϑ)dϑ. (44)

Введем вектор

V = (A1, ..., AN , B1, ..., BN )
T . (45)

Уравнения (43), (44) запишем в виде

V̈ = f(V ), (46)

где

fj = − D(k3 − k)2

R4ρ(1 + k2)
Ak−

− c

Rρπ(1 + k2)

2π∫
0

S+k cos(kϑ)dϑ (47)

при j = 1, . . . , N и

fj = − D(k3 − k)2

R4ρ(1 + k2)
Bk+

+
c

Rρπ(1 + k2)

2π∫
0

S+k sin(kϑ)dϑ (48)

при j = N+1, . . . , 2N. Система (46) эквивалентна систе-
ме, состоящей из дифференциальных уравнений первого
порядка {

V̇ = Z,

Ż = f(V ).
(49)

Для решения последней использовался метод Рунге-Кутта
4-го порядка.

Результаты и их обсуждения
На рис. 3 представлены графики собственных форм ко-

лебаний кольца радиуса R = 10 м с жесткостью нитей
c = 35 Н/мм, цилиндрической жесткостьюD = 66.7 Н·м
при разных начальных условиях w0 = 1.5 sin(2ϑ) для
графиков слева и w0 = 2 cos(3ϑ) для графиков справа.

(A)
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(B)

(C)

(D)

(E)
Рисунок 3. График собственных форм колебаний кольца при A) t = 0,
B) t = 2.8, C) t = 6.0, D) t = 8.0, E) t = 16.
Figure 3. Graph of the eigenmodes of the ring at A) t = 0, B) t = 2.8,
C) t = 6.0, D) t = 8.0, E) t = 16.

Наблюдается эффект возврата в начальное состояние (эф-
фект Ферми-Паста-Улама). Энергия остается локализо-
ванной в начальных и нескольких соседних гармониках.
При больших значениях t наблюдается почти полный воз-
врат энергии в начальную гармонику. К примеру, для ри-
сунков слева разница между начальным и конечным состо-
яниями равнаmax{v − v0} ≤ 0.039,max{w − w0} ≤
0.074. Для рисунков справа max{v − v0} ≤ 0.040,
max{w − w0} ≤ 0.036.

Таким образом, подкрепление колец нерастяжимыми
нитями сможет существенно увеличить критическую на-
грузку. Результаты работы могут оказаться полезными при
расчетах и проектировании на прочность и устойчивость
тонкостенных конструкций.
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Контактная задача для кольца,
подкрепленного упругими
тонкими спицами,
находящегося под действием силы,
приложенной к оси колеса

Contact problem for a ring
reinforced with elastic thin spokes,
which is under the action
of a force applied to the wheel axle
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Аннотация
В работе рассматривается задача о напряженно-деформи-
рованом состоянии колеса со спицами, находящегося под
действием силы, приложенной к оси колеса. Использует-
ся вариационная постановка, что позволяет учесть пере-
мещения точки приложения силы (центра колеса). Также
рассмотрена вожможность потери устойчивости спиц, если
сжимающая сила достаточно велика. В этом случае возни-
кает контактная задача с неизвестной областью активного
взаимодействия элементов конструкции.

Abstract
The paper considers the problem of the stress-strain state
spoked wheel, which is under the action of a force applied
to the wheel axle. A variational formulation is used, which
makes it possible to take into account the displacement of
the point of application of force (wheel center). The possibil-
ity of loss of stability of the spokes is also considered if the
compressive force is sufficiently large. In this case, a contact
problem arises with an unknown area of active interaction of
structural elements.

Ключевые слова:
кольцо, вариационная задача, момент, упругая энергия,
устойчивость, квадратичное программирование, контакт-
ная задача

Keywords:
ring, variational problem, moment, elastic energy, stability,
quadratic programming, contact problem

Введение
Улучшение прочностных характеристик традиционных

материалов и использование новых высокопрочных
композиционных материалов обусловило появление
легких, экономичных тонкостенных конструкций в
современном машиностроении. В свою очередь, это
привело к необходимости использовать все более точные
методы расчета на прочность. Интерес к исследованию
контактных задач теории упругости с неизвестной
областью активного взаимодействия контактирующих
элементов обусловлен, с одной стороны, необходимостью
расчета все более сложных конструкций, встречающихся
в инженерной практике, с другой — фундаментальными
результатами, полученными сравнительно недавно в
теории оптимизации, негладкого выпуклого и невыпуклого
анализов. Основное отличие таких задач от задач с
известной границей контакта заключается в том, что
при их математической формализации используются
неравенства или (при вариационной постановке)
могут возникнуть негладкие функционалы. Такие
задачи не могут быть линеаризованы, они являются
конструктивно-нелинейными. При расчетах на прочность

при конечномерной аппроксимации они сводятся
к некоторой задаче квадратичного программирования.
Методам решения задач квадратичного программирования
посвящена книга [1]. В последнее время (применительно,
в частности, к задачам конструктивно-нелинейной
механики) интенсивно развивается теория вариационных
неравенств. Основы теории вариационных неравенств
заложены в работах Ж.-Л. Лионса, Г. Дюво и др. [2].
Разнообразным приложениям теории вариационных
неравенств, в том числе и к задачам механики, посвящены
монографии [3, 4]. Интересные задачи в механике
упругих конструкций с неизвестной областью активного
взаимодействия элементов конструкции рассмотрены
в работе [5]. Систематическому применению методов
оптимизации в решении конструктивно-нелинейных
задач, в том числе и задач устойчивости упругих систем
с неудерживающими связями, посвящена книга [6].

В работе рассматривается задача о напряженно-
деформированном состоянии колеса со спицами,
находящегося под действием силы, приложенной к
оси колеса. Используется вариационная постановка,
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что позволяет учесть перемещения точки приложения
силы (центра колеса). Рассмотрена возможность потери
устойчивости спиц, если сжимающая сила достаточно
велика. В этом случае возникает контактная задача
с неизвестной областью активного взаимодействия
элементов конструкции. Неизвестные перемещения
представляются в виде частичной суммы рядов Фурье.
Тогда возникает задача выпуклого квадратичного
программирования при наличии линейных ограничений
неравенств.

1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу на определение усилий,

действующих в спицах велосипедного колеса, и
напряжения, возникающего в ободе при приложении к оси
колеса силы P (рис. 1). Основание, на которое опирается
колесо, можно считать жестким. Число спиц m велико
настолько, что позволяет рассматривать спицы не как
отдельные стержни, а как непрерывную упругую среду
жесткости C (простое винклеровское основание).

Рисунок 1. Кольцо, подкрепленное спицами и нагруженное силой P .
Figure 1. Ring backed by spokes and loaded with force P .

Пусть кольцо в недеформированном состоянии
является кругом радиуса R, декартовы координаты
которого определяются формулами{

x = R cosϑ,

y = R sinϑ,
ϑ ∈ [0, 2π], (1)

где 0 ≤ ϑ ≤ 2π — центральный угол. Обозначим
через ξ = (− cosϑ,− sinϑ) нормаль, а через η =
(− sinϑ, cosϑ) — касательный вектор. Перемещение
точек кольца в результате плоской деформации
описывается вектором

W = u(ϑ)ξ + w(ϑ)η.

Здесь под u принимается нормальное перемещение
точек кольца, а под w — тангенциальное перемещение.
Тогда декартовы координаты деформированного кольца
описываются уравнениями{

x = (R− u) cosϑ− w sinϑ,

y = (R− u) sinϑ+ w cosϑ.
(2)

Обозначим после деформации нормальный и
касательный векторы к упругой линии через ξ∗, η∗.
Векторы ξ, η могут быть переведены в векторы ξ∗, η∗ путем
поворота на малый угол β. Предполагая, что перемещения
являются малыми, можно записать

β =
1

R

(
du

dϑ
+ w

)
, (3)

a изменение кривизны дуги кольца определяется
формулой [7]

δq =
1

R

(
d2u

dϑ2
+
dw

dϑ

)
.

Кроме того, выполнено условие несжимаемости

u = w′. (4)

Расчетными характеристиками при деформациях
криволинейных стержней являются

M = −EJ
R2

(u
′′
+ u), Q =

1

R

dM

dϑ
— момент и перерезывающая сила, распределенные по
ободу кольца. По известным M и Q вычисляются
напряжения. Пусть J — момент инерции сечения
кольца, F — площадь поперечного сечения спицы, E —
модуль Юнга, B = EJ. Энергия упругой деформации
кольца, c учетом условия несжимаемости, в квадратичном
приближении определяется формулой

U =
B

2R3

∫ 2π

0

δq2dϑ =
B

2R3

∫ 2π

0

(
d2u

dϑ2
+ u

)2

dϑ.

(5)
Энергия деформации спиц в случае неподвижного центра
кольца имеет вид

U1 =
C

2

∫ 2π

0

u2dϑ.

Полная энергия записывается следующим образом

U + U1 =
B

2R3

∫ 2π

0

(u′′ + u)2dϑ+
C

2

∫ 2π

0

u2dϑ. (6)

Кроме того, должны быть выполнены граничные условия
периодичности и условия y

(
3
2
π
)

≥ −R, что приводит
к неравенству u

(
3
2
π
)
≥ 0.

В положении равновесия полная энергия (6)
минимальна, поэтому выполнено уравнение Эйлера

B

R3

(
uIV + 2u′′ + u

)
+ Cu = 0. (7)

Если продифференцировать последнее уравнение по ϑ, то
оно совпадет с уравнением равновесия

d5w

dϑ5
+ 2

d3w

dϑ3
+ a2

dw

dϑ
= 0, (8)

где

a2 =
R4η

EJ
+ 1, η =

EFm

2πR2
,

а m – число спиц. Решение этой задачи приведено
в книге В.И. Феодосьева [5], где отмечено, что впервые
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она была рассмотрена Н.Е. Жуковским. Предполагая,
что спицы расположены достаточно часто, их можно
представить как непрерывную упругую среду, тогда для
любой точки обода колеса сила, действующая со стороны
спиц, пропорциональна радиальному смещению u(ϑ).
Также в работе [5] получено уравнение равновесия (8).

Решением этого уравнения будет

w = C0 + C1 ch(αϑ) cos(βϑ) + C2 sh(αϑ) sin(βϑ)+

+C3 ch(αϑ) sin(βϑ) + C4 sh(αϑ) cos(βϑ), (9)

где

α =

√
a− 1

2
, β =

√
a+ 1

2
.

Постоянные C0, ..., C4 находятся из следующих
граничных условий:

при ϑ =
π

2

dw

dϑ
= 0, (10)

при ϑ =
3π

2
Q = −P

2
, (11)

∫ 3π
2

π
2

udϑ = 0. (12)

Недостатком уравнения (8) является предположение,
что центр колеса неподвижен. Учет перемещения центра
колеса может существенно повлиять на величину усилий
в спицах и на напряженно-деформированное состояние
обода колеса.

Обозначим через t перемещение центра кольца вдоль
оси y, εj — относительное удлинение j-й спицы, j ∈
1..m. После деформации расстояние между центром
колеса и точкой обода определяется формулой

ρ =

(
u2 − 2uR+ w2 +R2 + 2ut sinϑ−

−2wt cosϑ− 2Rt sinϑ+ t2
) 1

2

. (13)

В линейном приближении относительное удлинение спицы
(ρ−R)/R будет иметь вид

εj =
1

R
(−u(ϑj)− t sinϑj) . (14)

Работа внешних сил равна

V = Pt, (15)

а энергия деформации спицы пропорциональна квадрату
относительного удлинения

Uj =
EF

2R
ε2j . (16)

В положении равновесия полная потенциальная
энергия системы принимает минимальное значение,

поэтому приходим к задаче на экстремум

J(u, t) =
B

2R3

∫ 2π

0

(
d2u

dϑ2
+ u

)2

dϑ+

+

m∑
i=1

1

2R
EFε2i − Pt→ min

u,t
. (17)

Перемещения будем искать в виде частичных сумм
ряда Фурье

w =
n∑
i=1

zi sin(iϑ) + zi+n cos(iϑ), (18)

u =
n∑
i=1

izi cos(iϑ)− zi+ni sin(iϑ). (19)

При этом должно выполняться условие

y

(
3π

2

)
≥ −R, (20)

что приводит к ограничениям на переменные z. Например,
при n = 20 неравенство принимает вид

−2z2 + 4z4 − 6z6 + 8z8 − 10z10 + 12z12 −
−14z14 + 16z16 − 18z18 + 20z20 + z21 −

−3z23 + 5z25 − 7z27 + 9z29 − 11z31 +

+13z33 − 15z35 + 17z37 − 19z39 ≥ 0. (21)

Чтобы исключить перемещения кольца вдоль оси x как
жесткого целого, потребуем выполнение равенства

x(0) + x(
π

2
) + x(π) + x(

3π

2
) = 0, (22)

откуда получаем (при n = 20)

−4z1 − 4z3 − 12z5 − 12z7 − 20z9 −
−20z11 − 28z13 − 28z15 − 36z17 = 0. (23)

Подставляя (18),(19) в (17) приходим к некоторой задаче
выпуклой оптимизации.

Таким образом, приходим к задаче выпуклого
квадратичного программирования

f(z) =
B

2R3

n∑
i=1

i2(i2 − 1)2(z2i + z2i+n) +

+
EF

2R

m∑
j=1

(−u(ϑj)− sinϑjz2n+1)
2 −

−z2n+1P → min
z∈R2n+1

, (24)

ϑj =
2π(j − 1)

m
, j = 1, . . . ,m, z2n+1 = t

при ограничениях (20), (22).
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2. Результаты численных экспериментов
Результаты расчетов приведены на рис. 2–4 при

следующих данных: E = 2.05 × 106 кг
см2 , P = 40 кг,

радиус колеса — 31 см, момент инерции сечения обода —
0.3 см4, диаметр спиц — 2r = 0.2 см.

Рисунок 2. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 2. The distribution of forces on the spokes of the wheel.

Рисунок 3. Радиальное перемещение точек обода колеса.
Figure 3. Radial movement of wheel rim points.

Рисунок 4. Распределение моментов вдоль обода колеса.
Figure 4. Moment distribution along the wheel rim.

Вычисления по формулам (9)-(12) дают аналогичные
результаты. В работе [5] приведены графики
распределения усилий по спицам и график моментов.
Максимальный момент при заданных параметрах равен
88.40 кг·см, максимальное сжимающее усилие на спицу —
11.2 кг.

Отрицательные усилия на спицах являются
сжимающими, поэтому при достаточно большой нагрузке
спицы могут потерять устойчивость. Критическая сила
Эйлера при граничных условиях шарнирного опирания для
спиц равна

PЭ =
π2EJc
l2

=
2.05 · 106π2 · Jc

312
= 0.53 кг,

где момент инерции сечения спицы Jc = πr4

4
= 7.85

105
.

Предположим, что спицы потеряли устойчивость. Тогда
упругая энергия спиц вычисляется по формуле

Uc =
EF

2R

m∑
j=1

εj
2
+,

где

εj
2
+ = max{0, εj} =

|εj |+ εj
2

.

Введемдополнительные переменные z2n+2, z2n+3, . . . ,
z2n+m+1 и рассмотрим задачу

f(z) =
B

2R3

n∑
i=1

(i2(i2 − 1)2z2i + z2i+n)+

+
1

2R

m∑
j=1

(−u(ϑj)− z2n+1 sinϑj + z2n+1+j)
2 → min

z
,

(25)
при ограничениях

z2n+1+j ≥ 0, j = 1, . . . ,m (26)

и при выполнении ограничений (20) и (22). Результаты
решения задачи (25), (26), (21) и (23) представлены на
рис. 3–5.

Рисунок 5. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 5. The distribution of forces on the spokes of the wheel.
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Рисунок 6. Радиальное перемещение точек обода колеса.
Figure 6. Radial movement of wheel rim points.

Рисунок 7. Распределение моментов вдоль обода колеса.
Figure 7. Moment distribution along the wheel rim.

Потеря устойчивости спиц существенно влияет
на напряженно-деформированное состояние колеса:
радиальные перемещения по величине отличаются в три
раза. Ясно, что в этом случае спицы не испытывают
сжимающих усилий, максимальный момент в два раза
больше, чем в случае решения задачи (25), (22), (23), (26).

Потеря устойчивости спиц является нежелательным
явлением, поэтому при сборке колец испольуется
предварительное натяжение спиц. Предположим, что
первоначальная длина спицы l меньше радиуса кольца:
l = R − d. После деформации длина спицы изменяется
на величину

ρ =

(
u2 − 2uR+ w2 +R2 + 2ut sinϑ−

−2wt cosϑ− 2Rt sinϑ+ t2
) 1

2

. (27)

Тогда для относительного удлинения вместо формулы (14)
надо использовать формулу

εj =
1

R− d
(−u(ϑj)− t sinϑj + d) .

Таким образом, приходим к задаче квадратичного
программирования

f(z) =
B

2R3

n∑
i=1

i2(i2 − 1)2(z2i + z2i+n) +

+
EF

2(R− d)

m∑
j=1

(−u(ϑj)− z2n+1 sinϑj + d)2 −

−z2n+1P → min
z∈R2n+1

, (28)

ϑj =
2π(j − 1)

m
, z2n+1 = t.

На рис. 8 и 10 представлены результаты вычислений
при d = R

4000
= 31

4000
= 0.0078. В данном случае спицы

вообще не испытывают сжимающих усилий, момент в два
раза меньше, чем в случае, когда спицы могут потерять
устойчивость (рис. 7).

Рисунок 8. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 8. The distribution of forces on the spokes of the wheel.

На рис. 9 представлены результаты вычислений при
d = R

4500
= 31

4500
= 0.0069. Сравнение этих результатов

показывет, что небольшое изменение предварительного
натяжения спиц незначительно влияет на напряженно-
деформированное состояние колеса.

Рисунок 9. Распределение усилий по спицам колеса.
Figure 9. The distribution of forces on the spokes of the wheel.
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Рисунок 10. Распределение моментов вдоль обода колеса.
Figure 10. Moment distribution along the wheel rim.

Заключение

Таким образом, вариационная постановка задачи
расчета колеса со спицами позволяет учесть эффект
предварительного натяжения спиц. Этот эффект приводит
к существенно другим результатам, и его необходимо
учитывать при расчетах.
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Аннотация
Выдвигается гипотеза о том, что калибровочная группа
стандартной модели становится проще с ростом темпера-
туры Вселенной, т.е. при движении назад во времени к мо-
менту ее возникновения. Предполагается, что это упро-
щение достигается с помощью контракции калибровочной
группы с параметром контракции, который уменьшается
с ростом температуры. Лагранжиан стандартной модели
при этом разбивается на слагаемые, различающиеся сте-
пенями контракционного параметра, что позволяет упоря-
дочить во времени стадии ее развития по мере остывания
Вселенной. Эволюция свойств частиц и их взаимодействий
базируется на явном виде промежуточных лагранжианов
и происходит в естественном порядке от простого к слож-
ному, начиная с планковского масштаба 1019 ГэВ. Гипотеза
о контракции калибровочной группы стандартной модели
не противоречит экспериментальным данным БАК по се-
чениям рождения бозона Хиггса.

Abstract
A new hypothesis is put forward that the gauge group of the
Standard Model becomes simpler with increasing tempera-
ture of the Universe, i.e. when moving back in time to the mo-
ment of its occurrence. It is assumed that this simplification
is achieved by contracting the gauge group with the contrac-
tion parameter, which decreases with increasing tempera-
ture. In this case, the Lagrangian of the Standard Model is
divided into terms that differ in powers of the contraction pa-
rameter. This makes it possible to arrange in time the stages
of development of the Standard Model as the Universe cools.
The evolution of the properties of elementary particles and
their interactions, starting from the Planck scale of 1019 GeV,
is based on the explicit form of intermediate Lagrangians and
explain the development of the Universe from simpler to more
complicated structures - and not vice versa. The contraction
hypothesis of the gauge group of the Standard Model contra-
dicts the available experimental data on the Higgs boson pro-
duction cross section.

Ключевые слова:
стандартная модель, контракция калибровочной группы,
высокотемпературный предел, ранняя Вселенная

Keywords:
standard model, contractions of gauge group, high tempera-
ture limit, early Universe

Введение
Современная теория элементарных частиц и их взаи-

модействий — стандартная модель — с приемлемой точно-
стью объясняет имеющиеся экспериментальные данные.
Она была подтверждена открытием бозона Хиггса в экс-
периментах на Большом адронном коллайдере (далее —
БАК). Стандартная модель представляет собой калибро-
вочную теорию, в основе которой лежит группа симметрии
SU(3) × SU(2) × U(1), являющейся прямым произве-
дением унитарных групп. Каждый множитель прямого про-
изведения отвечает за определенный вид частиц и их вза-
имодействий. Сильные взаимодействия кварков описыва-
ются квантовой хромодинамикой с калибровочной группой
SU(3) и характерной температурой 0.2 ГэВ. В электро-
слабой модели с калибровочной группой SU(2) × U(1)
группа SU(2) отвечает за слабые взаимодействия с ха-
рактерной температурой 100 ГэВ, тогда как группа U(1)
ассоциирована с дальнодействующими электромагнитны-

ми взаимодействиями. Вследствие нулевой массыфотона –
переносчика этого взаимодействия – его характерная тем-
пература простирается до планковской энергии 1019 ГэВ,
т.е. до того предела, где становятся существенными грави-
тационные взаимодействия.

Несмотря на наличие в теории большого количества
свободных параметров [1], среди них нет параметра, свя-
занного с температурой Вселенной и регулирующего по-
рядок энергий, при которых стандартная модель адекват-
но описывает мир элементарных частиц и их взаимодей-
ствий. На заре ее формирования была выдвинута гипоте-
за [2, 3], получившая название теории великого объедине-
ния (далее — ТВО), согласно которой при некоторой боль-
шой энергии (температуре) Вселенной все три взаимодей-
ствия — сильное, слабое и электромагнитное — объеди-
няются в одно гипотетическое взаимодействие в рамках
более сложной калибровочной группы SU(5) или ей по-
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добных. Несмотря на обилие за последние полвека впечат-
ляющих теоретических разработок, предсказания ТВО не
подтвердились в современных экспериментах, в том чис-
ле в экспериментах на БАК [4].

Опираясь на значение характерных энергий, выдвину-
та [5–7] новая гипотеза: калибровочная группа стандарт-
ной модели становится проще с увеличением температу-
ры Вселенной. Иными словами, по мере остывания Вселен-
ной микромир эволюционирует естественным образом от
простых структур к более сложным. В качестве механиз-
ма изменения калибровочной группы предложена опера-
ция контракции группы SU(3) × SU(2) × U(1), пара-
метр которой уменьшается при увеличении температуры.
Поскольку средняя энергия (температура T ) горячей Все-
ленной связана с ее возрастом [8], то параметр контракции
ϵ ∼ T−q, q > 0 стремится к нулю при T → ∞, т.е. при
приближении к моменту ее рождения в результате Боль-
шого взрыва.

Операция контракции (или предельного перехода)
групп (алгебр) Ли давно известна в физике [9]. В резуль-
тате предельного процесса исходная группа (алгебра) ста-
новится проще, часть коммутационных соотношений обра-
щается в ноль, в частности, простая группа преобразуется
в неполупростую. Позднее понятие контракции было рас-
пространено [10] на алгебраические структуры, такие как
квантовые группы, алгебры Вирасоро, супергруппы и су-
пералгебры Ли, а также на фундаментальные представ-
ления унитарных групп, которые имеют непосредственное
отношение к стандартной модели. Для симметричной фи-
зической системы контракция группы симметрии означа-
ет переход к некоторому предельному состоянию системы.
В случае сложной системы, каковой является стандартная
модель, изучение ее предельных состояний при тех или
иных предельных значениях физических параметров поз-
воляет лучше понять поведение системы в целом. Мы обсу-
дим на уровне классических калибровочных полей [11] мо-
дифицированную стандартную модель с контрактирован-
ной калибровочной группой.

Деформация в широком смысле слова есть опера-
ция обратная к контракции. Нетривиальная деформация
алгебраической структуры означает, вообще говоря, ее
неочевидное обобщение и зачастую представляет собой
значительное достижение в теории алгебраических струк-
тур. Ярким примером является открытие квантовых групп
[12], т.е. таких обобщений алгебр Хопфа, которые являют-
ся одновременно некоммутативными и некокоммутативны-
ми, тогда как ранее были известны алгебры Хопфа, об-
ладающие только одним из этих свойств. Предложенным
в этой классической работе методом построены квантовые
аналоги простых групп (алгебр) Ли. Оказалось, что в слу-
чае полупростых групп (алгебр) метод не работает, поэтому
квантовые аналоги этой категории групп (алгебр) Ли были
получены методом контракций соответствующих простых
групп (алгебр) [10]. Однако если сначала производится кон-
тракция некоторой математической структуры, то исход-
ная структура может быть восстановлена с помощью де-
формации в узком смысле, выполняемой в обратном по от-
ношению к контракции направлении.

Мы используем эту возможность для того, чтобы вос-
становить эволюцию частиц в ранней Вселенной, опираясь
на достигнутый к настоящему времени уровень знаний. Для
этого рассмотрим поведение стандартной модели в пре-
деле «бесконечной» температуры, порожденное, в соот-
ветствии с нашей гипотезой, контракцией калибровочных
групп SU(2) и SU(3) [5–7]. Подобные высокие темпе-
ратуры могут существовать в ранней Вселенной в первые
мгновения после Большого взрыва [8].

Оказывается, что в результате контракции калибровоч-
ной группы лагранжиан стандартной модели распадается
на ряд слагаемых, которые различаются степенями стре-
мящегося к нулю контракционного параметра ϵ → 0. По-
скольку температура в горячей Вселенной связана с ее
возрастом, то, двигаясь вперед во времени, т.е. в обратном
к высокотемпературной контракции направлении, мы за-
ключаем, что после рождения Вселенной частицы и их вза-
имодействия проходят ряд стадий в эволюции от предель-
ного состояния с «бесконечной» температурой до состоя-
ния, описываемого стандартной моделью. Эти стадии фор-
мирования кварк-глюонной плазмы, восстановления элек-
трослабой и цветовой симметрий различаются по степеням
контракционного параметра и, следовательно, по времени
их возникновения.

Из контракции стандартной модели можно классифи-
цировать указанные стадии по принципу «раньше–позже»,
но нельзя определить время, прошедшее после рождения
Вселенной. Для установления абсолютного времени ис-
пользуем дополнительные предположения, а именно тот
факт, что электрослабая эпоха начинается при характер-
ной температуре 100 ГэВ, а эпоха квантовой хронодина-
мики (далее — КХД) при температуре 0.2 ГэВ. Иначе го-
воря, принимаем, что полная реконструкция электрослабой
модели, лагранжиан которой включает слагаемые пропор-
циональные четвертой степени контракционного парамет-
ра ϵ, и восстановление КХД с минимальными слагаемыми
в лагранжиане порядка восьмой степени параметра ϵ про-
исходят при указанных температурах.

В рассматриваемом подходе расширяющаяся Вселен-
ная является фоном, на котором развивается история ча-
стиц, а ее температура служит внешним параметром, обес-
печивающим контракцию калибровочной группы стан-
дартной модели. Более того, как будет показано далее,
оценка «бесконечной» температуры 107 ГэВ меньше план-
ковской энергии 1019 ГэВ, при которой необходимо учи-
тывать гравитационные эффекты. Таким образом, резуль-
тирующая эволюция элементарных частиц не выходит за
рамки проблем, описываемых электрослабым и сильным
взаимодействиями.

Поскольку изменение калибровочной группы в процес-
се контракции происходит непрерывно, в том числе и в са-
мом начале предельного перехода, можно попытаться уло-
вить влияние эффекта контракции, сравнив полученные
на БАК данные по сечению рождения бозона Хиггса при
разных энергиях с теоретической зависимостью сечения
от температуры Вселенной. Анализ доминантного механиз-
ма рождения и регистрации бозонов Хиггса на БАК в че-
тырехлептонном процессе с точки зрения зависимости от
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температуры соответствующей диаграммы Фейнмана при-
водит к заключению о том, что гипотеза о контракции ка-
либровочной группы стандартной модели как минимум не
противоречит имеющимся экспериментальным данным по
сечениям рождения бозонов Хиггса [13].

Калибровочная группа действует в пространстве по-
лей, поэтому контракция калибровочной группы модели не
затрагивает пространственно-временные переменные, от
которых зависят поля. Следовательно, не меняется проце-
дура квантования полей. Единственное изменение состоит
в появлении той или иной степени контракционного пара-
метра в качестве множителя перед амплитудой, отвечаю-
щей исходной фейнмановской диаграмме процесса.

1. Электрослабая модель
Часть теории элементарных частиц, описывающая

электромагнитные и слабые взаимодействия — электро-
слабая модель — представляет собой калибровочную тео-
рию с калибровочной группой SU(2) × U(1), действую-
щей в пространствеC2 фундаментального представления
группы SU(2). Векторы изC2 (или SU(2)-дублеты) опи-
сывают три поколения лептонов:(

νe
e

)
,

(
νµ
µ

)
,

(
ντ
τ

)
,

где e есть электрон, µ — мюон и τ — лептон, νe, νµ, ντ —
соответствующие нейтрино, а также три поколения квар-
ков: (

u
d

)
,

(
c
s

)
,

(
t
b

)
.

Координаты векторов (или SU(2)-синглеты) представ-
ляют собой двухкомпонентные (или четырехкомпонент-
ные, если учитывать античастицы) лорентцевы спиноры.
В дальнейшем будем рассматривать только первые поко-
ления лептонов и кварков. Электрослабая модель включа-
ет калибровочные бозоны, реализующие взаимодействия
между частицами, а именно: переносчик электромагнитно-
го взаимодействия фотон γ, связанный с группой SU(1),
заряженныеW± и нейтральныйZ бозоны, ответственные
за слабые взаимодействия, связанный с группой SU(2).
Имеется также специальная частица, ответственная в тео-
рии за появление массы у всех частиц—это бозон Хиггсаχ.
В полную теорию — стандартную модель — дополнитель-
но включают глюоны Ak, k = 1, . . . , 8, которые перено-
сят сильные взаимодействия. Глюоны связаны с группой
SU(3), действующей в пространстве C3 цветовых квар-
ковых состояний.

В этом разделе кратко опишем в нужном нам виде элек-
трослабую модель, следуя монографии [11]. Лагранжиан
модели, равный сумме бозонного, лептонного и кварково-
го лагранжианов L = LB + LL + LQ, выбирается ин-
вариантным относительно действия калибровочной груп-
пы SU(2)× U(1) в пространствеC2:

SU(2) : z⃗ ′ = Gz⃗,(
z′1
z′2

)
=

(
α β
−β̄ ᾱ

)(
z1
z2

)
, |α|2 + |β|2 = 1,

U(1) : z⃗ ′ = eiω/2z⃗ = eiωY z⃗, ω ∈ R. (1)

Генератор Y группы U(1) пропорционален единичной
матрице Y = 1

2
1. Генераторы группы SU(2)

T1 =
1

2

(
0 1
1 0

)
=

1

2
τ1, T2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
=

1

2
τ2,

T3 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
=

1

2
τ3, (2)

где τk, k = 1, 2, 3 есть матрицы Паули, удовлетворяющие
коммутационным соотношениям

[T1, T2] = iT3, [T3, T1] = iT2, [T2, T3] = iT1 (3)

и образующие алгебру Ли su(2).
Бозонный сектор LB = LW + Lϕ состоит из двух ча-

стей: лагранжиана калибровочных полей

LW = −1

4
[(W 1

µν)
2+(W 2

µν)
2+(W 3

µν)
2]−1

4
(Bµν)

2, (4)

и лагранжиана полей материи

Lϕ =
1

2
(Dµϕ)

†Dµϕ− λ

4

(
ϕ†ϕ− v2

)2
,

ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
∈ C2. (5)

Ковариантные производные равны

Dµϕ = ∂µϕ− ig

(
3∑
k=1

TkW
k
µ

)
ϕ− ig′Y Bµϕ, (6)

где константы g и g′ являются зарядами. Калибровочные
поля

Wµ(x) =
3∑
k=1

TkW
k
µ (x), Bµ(x) (7)

принимают значения в алгебрах Ли su(2), u(1) соответ-
ственно, а их тензоры напряженности определяются фор-
мулами

Wµν(x) = Wµν(x) + g[Wµ(x),Wν(x)],

Wk
µν(x) = ∂µW

k
ν (x)− ∂νW

k
µ (x),

Bµν(x) = Bµν(x) = ∂µBν(x)− ∂νBµ(x). (8)

Вместо полей (7) вводятся новые калибровочные поля

Zµ(x) =
1√

g2 + g′2

(
gW 3

µ(x)− g′Bµ(x)
)
,

Aµ(x) =
1√

g2 + g′2

(
g′W 3

µ(x) + gBµ(x)
)
,

W±
µ (x) =

1√
2

(
W 1
µ(x)∓ iW 2

µ(x)
)
, (9)

имеющие непосредственный физический смысл.
Для генерации масс векторных бозонов вводится спе-

циальный механизм спонтанного нарушения симметрии.
Одно из основных состояний лагранжиана LB

ϕvac =
1√
2

(
0
v

)
, W k

µ = Bµ = 0, k = 1, 2, 3, (10)
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где v = const, выбирается в качестве вакуума моде-
ли, и затем рассматриваются малые возбуждения полей
1√
2
v + χ(x) относительно этого вакуума.
После спонтанного нарушения симметрии бозонный

лагранжиан (4), (5) принимает вид

LB = L
(2)
B + LintB =

=
1

2
(∂µχ)

2 − 1

2
m2
χχ

2 − 1

4
ZµνZµν +

1

2
m2
ZZµZµ−

−1

4
FµνFµν −

1

2
W+
µνW−

µν +m2
WW

+
µ W

−
µ + LintB , (11)

где Fµν(x) = ∂µAν(x) − ∂νAµ(x), Zµν(x) =
∂µZν(x) − ∂νZµ(x), W±

µν(x) = ∂µW
±
ν (x) −

∂νW
±
µ (x). Как обычно, слагаемые второго порядка опи-

сывают бозонные частицы модели, а слагаемые более вы-
сокого порядкаLintB рассматриваются как взаимодействия
частиц. Таким образом, лагранжиан (11) включает скаляр-
ный бозон Хиггса χ с массой mχ =

√
2λv, нейтральный

Z бозон с массой mZ = v
2

√
g2 + g′2, безмассовый фо-

тон Aµ и заряженныеW± бозоны с одинаковыми масса-
ми mW = 1

2
gv. Все эти частицы экспериментально об-

наружены и имеют следующие массы: mW = 80 ГэВ,
mZ = 91 ГэВ,mχ = 125 ГэВ.

Лагранжиан LintB , описывающий взаимодействия ча-
стиц, имеет вид

LintB =
gmz

2 cos θW
(Zµ)

2
χ−λvχ3+

g2

8 cos2 θW
(Zµ)

2
χ2−

−λ
4
χ4 − 1

2
W+
µνW−

µν +m2
WW

+
µ W

−
µ −

−2ig
(
W+
µ W

−
ν −W−

µ W
+
ν

)
(Fµν sin θW +

+Zµν cos θW )− i

2
e
[
Aµ
(
W+
µνW

−
ν −W−

µνW
+
ν

)
−

−Aν
(
W+
µνW

−
µ −W−

µνW
+
µ

)]
+

+gW+
µ W

−
µ χ−

ig

2
cos θW

[
Zµ
(
W+
µνW

−
ν −W−

µνW
+
ν

)
−

−Zν
(
W+
µνW

−
µ −W−

µνW
+
µ

)]
+

+
g2

4

(
W+
µ W

−
ν −W−

µ W
+
ν

)2
+
g2

4
W+
µ W

−
ν χ

2−

−e
2

4

{[(
W+
µ

)2
+
(
W−
µ

)2]
(Aν)

2 −

−2
(
W+
µ W

+
ν +W−

µ W
−
ν

)
AµAν+

+
[(
W+
ν

)2
+
(
W−
ν

)2]
(Aµ)

2
}
−

−g
2

4
cos θW

{[(
W+
µ

)2
+
(
W−
µ

)2]
(Zν)

2−

−2
(
W+
µ W

+
ν +W−

µ W
−
ν

)
ZµZν+

+
[(
W+
ν

)2
+
(
W−
ν

)2]
(Zµ)

2
}
−

−eg cos θW
{
W+
µ W

−
µ AνZν +W+

ν W
−
ν AµZµ−

−1

2

(
W+
µ W

−
ν +W+

ν W
−
µ

)
(AµZν +AνZµ)

}
. (12)

Фермионный сектор включает в себя лептонный LL
и кварковый LQ лагранжианы. Для первого поколения
лептонный лагранжиан выбирается в виде

LL = L†
l iτ̃µDµLl + e†riτµDµer−

−he[e†r(ϕ†Ll) + (L†
lϕ)er], (13)

гдеLl =
(
νl
el

)
есть SU(2)-дублет, поле правого элек-

трона er — SU(2)-синглет, he — константа связи Юка-
вы, τ0 = τ̃0 = 1, τ̃k = −τk — матрицы Паули,
er, el, νl — двухкомпонентные лорентцевы спиноры. (Мы
ограничиваемся рассмотрением только частиц. Для уче-
та античастиц поля должны быть четырехкомпонентны-
ми биспинорами Дирака.) Поле ϕ выбирается в виде ϕ =(

0
v√
2
+ χ

)
, аDµ обозначают ковариантные производ-

ные левых и правых лептонных полей

DµLl = ∂µLl − i
g√
2

(
W+
µ T+ +W−

µ T−
)
Ll−

−i g

cos θw
Zµ
(
T3 −Q sin2 θw

)
Ll − ieAµQLl,

Dµer = ∂µer − ig′QAµer cos θw + ig′QZµer sin θw,
(14)

где T± = T1 ± iT2, Q = Y + T3 есть генератор элек-
тромагнитной подгруппы U(1)em, Y = 1

2
1— гиперзаряд,

e = gg′(g2+g′2)−
1
2 —заряд электрона и sin θw = eg−1.

Согласно современным воззрениям, все известные
лептоны и кварки образуют три поколения. Следующие два
поколения лептонов вводятся аналогично (13). Они являют-
ся левыми SU(2)-дублетами(

νµ
µ

)
l

,

(
ντ
τ

)
l

, Y = −1

2
(15)

и правыми SU(2)-синглетами: µr, τr, Y = −1. Помимо
u и d кварков первого поколения существуют кварки (c, s)
и (t, b) следующих поколений, левые поля которых(

cl
sl

)
,

(
tl
bl

)
, Y =

1

6
(16)

описываются SU(2)-дублетами, а правые поля являются
SU(2)-синглетами: cr, tr, Y = 2

3
; sr, br, Y = − 1

3
.

Лагранжианы всех поколений кварков вводятся единооб-
разно по правилу лагранжианов лептонов. Полные лептон-
ные и кварковые лагранжианы получаются суммировани-
ем по всем поколениям. В дальнейшем мы будем обсуждать
только первые поколения лептонов и кварков.

В терминах полей электронов и нейтрино лептонный
лагранжиан (13) записывается в виде

LL = e†l iτ̃µ∂µel + e†riτµ∂µer−

−me(e
†
rel + e†l er)− heχ(e

†
rel + e†l er)+

+
g cos 2θw
2 cos θw

ν†l τ̃µZµνl+eν
†
l τ̃µAµνl+g

′ cos θwe
†
rτµAµer−

−g′ sin θwe†rτµZµer + ν†l iτ̃µ∂µνl−
g

2 cos θw
e†l τ̃µZµel+
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+
g√
2

[
ν†l τ̃µW

+
µ el + e†l τ̃µW

−
µ νl

]
, (17)

гдеme = he
v√
2
—масса электрона в хиггсовском вакууме.

Кварковый лагранжиан строится аналогично лептонно-
му лагранжиану

LQ = Q†
l iτ̃µDµQl + u†riτµDµur + d†riτµDµdr−

−hd[d†r(ϕ†Ql) + (Q†
lϕ)dr]−

−hu[u†r(ϕ̃†Ql) + (Q†
l ϕ̃)ur], (18)

где левые кварковые поля образуют SU(2)-дублет Ql =(
ul
dl

)
, правые поля ur, dr являются SU(2)-синглета-

ми, ϕ̃i = ϵikϕ̄k, ϵ00 = 1, ϵii = −1 образуют сопряженное
представление группы SU(2), hu, hd есть юкавские кон-
станты связи. Для частиц все поля ul, dl, ur, dr являют-
ся двухкомпонентными лорентцевыми спинорами. Ковари-
антные производные кварковых полей равны

DµQl =

(
∂µ − ig

3∑
k=1

τk
2
W k
µ − ig′

1

6
Bµ

)
Ql,

Dµur =

(
∂µ − ig′

2

3
Bµ

)
ur,

Dµdr =

(
∂µ + ig′

1

3
Bµ

)
dr. (19)

Кварковый лагранжиан (18) в терминах полей u и d
кварков можно записать в виде

LQ = d†l iτ̃µ∂µdl + d†riτµ∂µdr −md(d
†
rdl + d†l dr)−

−hdχ(d†rdl + d†l dr)−
e

3
d†l τ̃µAµdl−

−
(
g

2
cos θw +

g′

6
sin θw

)
d†l τ̃µZµdl−

−1

3
g′ cos θwd

†
rτµAµdr +

1

3
g′ sin θwd

†
rτµZµdr+

+u†l iτ̃µ∂µul + u†riτµ∂µur −mu(u
†
rul + u†lur)−

−huχ(u†rul + u†lur)+

+

(
g

2
cos θw − g′

6
sin θw

)
u†l τ̃µZµul +

2e

3
u†l τ̃µAµul+

+
g√
2

[
u†l τ̃µW

+
µ dl + d†l τ̃µW

−
µ ul

]
+

+
2

3
g′ cos θwu

†
rτµAµur −

2

3
g′ sin θwu

†
rτµZµur, (20)

гдеmu = hu
v√
2
, md = hd

v√
2
обозначают массы u и d

кварков в хиггсовском вакууме.

2. Электрослабая модель при высоких энер-
гиях

Известно два способа описать действие контрактиро-
ванной группы в пространстве с вырожденной метрикой.
Традиционный способ заключается в рассмотрении дей-
ствия матричной группы с вещественными или комплекс-
ными элементами на векторы с такими же компонентами(

z′1
z′2

)
=

(
α ϵ2β
−β̄ ᾱ

)(
z1
z2

)
,

detu(ϵ) = |α|2 + ϵ2|β|2 = 1, u(ϵ)u†(ϵ) = 1,

|z1|2 + ϵ2|z2|2 = inv. (21)

В пределе ϵ→ 0 матрица имеет вид

u(0) =

(
α 0
−β̄ ᾱ

)
, α = eiγ , γ ∈ R

и очевидно принадлежит евклидовой группеE(2).
Другой способ состоит в рассмотрении контрактиро-

ванной группыSU(2; ϵ) и соответствующего пространства
C2(ϵ) путем согласованного переопределения элементов
группы SU(2) и компонент векторов пространстваC2 ви-
да (

z′1
ϵz′2

)
=

(
α ϵβ

−ϵβ̄ ᾱ

)(
z1
ϵz2

)
,

detu(ϵ) = |α|2 + ϵ2|β|2 = 1, u(ϵ)u†(ϵ) = 1,

|z1|2 + ϵ2|z2|2 = inv. (22)

Наш подход основан на действии матриц с элементами,
зависящими от параметра контракции ϵ, на векторы, ком-
поненты которых также зависят от этого параметра. В этом
случае при ϵ → 0 необходимо дополнительно учиты-
вать бесконечно малые соотношения первого порядка по
ϵ. Стремящийся к нулю контракционный параметр удобен
для физических приложений, но его использование в фор-
ме (22) вызывает иллюзию исчезновения ряда групповых
параметров. Математически этого можно избежать, приняв
параметр равным нильпотентной единице ι, которая сама
отлична от нуля ι ̸= 0, но ее квадрат обращается в нуль
ι2 = 0. Тогда контрактированная матрица

u(ι) =

(
α ιβ

−ιβ̄ ᾱ

)
, α = eiγ , γ ∈ R

будет явно содержать все параметры группы, но часть из
них будет нильпотентными элементами. Этот подход де-
тально рассмотрен в работе [10].

После перехода к пределу ϵ→ 0 группа SU(2; ϵ = 0)
становится изоморфной евклидовой группе E(2), а про-
странство C2(ϵ = 0) разбивается на базу, натянутую на
координату {z1}, и слой, порождаемый координатой {z2}.
(Широко известное нерелятивистское пространство–время
является примером расслоенного пространства с одномер-
ной базой, физически интерпретируемой как ось време-
ни, и трехмерным слоем, рассматриваемым как абсолют-
ное собственно пространство.) Унитарная группаU(1) и ее
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действие в пространстве C2(ϵ = 0) не изменяются при
контракции и описываются формулами (1).

Пространство C2(ϵ) получается из C2 заменой z2 на
ϵz2. Замена матричного элемента β на ϵβ индуцирует
замену генераторов алгебры Ли T1 → ϵT1, T2 →
ϵT2, T3 → T3. Эти новые генераторы подчиняются ком-
мутационным соотношениям

[T1, T2] = iϵ2T3, [T3, T1] = iT2, [T2, T3] = iT1 (23)

алгебры Ли su(2; ϵ), которая при ϵ = 0 представля-
ет собой полупрямую сумму абелевой подалгебры t2 =
{T1, T2} и одномерной подалгебры u(1) = {T3} :
su(2; ϵ = 0) = t2+⊃ u(1).

Поскольку калибровочные поля принимают значения
в алгебре Ли, можно вместо преобразования генераторов
произвести замену калибровочных полей, а именно:

W 1
µ → ϵW 1

µ , W 2
µ → ϵW 2

µ ,

W 3
µ →W 3

µ , Bµ → Bµ. (24)

Действительно, из свойств коммутативности и ассоциатив-
ности умножения на скаляр имеем

su(2; ϵ) ∋
{
W 1
µ(ϵT1) +W 2

µ(ϵT2) +W 3
µT3

}
=

=
{
(ϵW 1

µ)T1 + (ϵW 2
µ)T2 +W 3

µT3

}
. (25)

Подстановка β → ϵβ индуцирует преобразование стан-
дартных калибровочных полей (9) вида

W±
µ → ϵW±

µ , Zµ → Zµ, Aµ → Aµ. (26)

Левые лептонные Ll =

(
νl
el

)
и кварковые Ql =(

ul
dl

)
поля являются SU(2)-дублетами, поэтому их ле-

вые и правые компоненты преобразуются так же, как ком-
поненты вектора z, а именно:

el → ϵel, er → ϵer, dl → ϵdl, dr → ϵdr,

νl → νl, ul → ul ur → ur. (27)

Отдельно от групповой структуры вводится специаль-
ный механизм спонтанного нарушения симметрии, кото-
рый используется для генерации масс векторных бозонов
и других частиц модели. В этом механизме одно из ос-
новных состояний (10) лагранжиана LB выбирается в ка-
честве вакуума модели и затем рассматриваются малые
возбуждения относительно второй компоненты вакуумно-
го вектора. При этом поле бозона Хиггса χ, константа v,
а также зависящие от v массы частиц на параметр кон-
тракции не умножаются. В результате преобразований по-
лей бозонный лагранжиан можно записать в виде

LB(ϵ) = LB,0+ϵ
2LB,2+L

int
B,0+ϵ

2LintB,2+ϵ
4LintB,4, (28)

где

LB,0 = −1

4
F2
µν −

1

4
Z2
µν +

1

2
m2
Z (Zµ)

2
+

+
1

2
(∂µχ)

2 − 1

2
m2
χχ

2, (29)

LB,2 = −1

2
W+
µνW−

µν +m2
WW

+
µ W

−
µ , (30)

LintB,0 = −λ
4
χ4 − λvχ3 +

gmz

2 cos θW
χ (Zµ)

2
+

+
g2

8 cos2 θW
χ2 (Zµ)

2
, (31)

LintB,2 = gχW+
µ W

−
µ +

g2

4
χ2W+

µ W
−
ν −

−2ig
(
W+
µ W

−
ν −W−

µ W
+
ν

) (
Fµν sin θW+Zµν cos θW

)
−

− i

2
e
[
Aµ
(
W+
µνW

−
ν −W−

µνW
+
ν

)
−

−Aν
(
W+
µνW

−
µ −W−

µνW
+
µ

)]
−

− i

2
g cos θW

[
Zµ
(
W+
µνW

−
ν −W−

µνW
+
ν

)
−

−Zν
(
W+
µνW

−
µ −W−

µνW
+
µ

)]
−

−e
2

4

{[(
W+
µ

)2
+
(
W−
µ

)2]
(Aν)

2−

−2
(
W+
µ W

+
ν +W−

µ W
−
ν

)
AµAν+

+
[(
W+
ν

)2
+
(
W−
ν

)2]
(Aµ)

2
}
−

−g
2

4
cos θW

{[(
W+
µ

)2
+
(
W−
µ

)2]
(Zν)

2−

−2
(
W+
µ W

+
ν +W−

µ W
−
ν

)
ZµZν+

+
[(
W+
ν

)2
+
(
W−
ν

)2]
(Zµ)

2
}
−

−eg cos θW
[
W+
µ W

−
µ AνZν +W+

ν W
−
ν AµZµ−

−1

2

(
W+
µ W

−
ν +W+

ν W
−
µ

)
(AµZν +AνZµ)

]
, (32)

LintB,4 =
g2

4

(
W+
µ W

−
ν −W−

µ W
+
ν

)2
. (33)

Лептонный лагранжиан (13), (17) в терминах полей элек-
тронов и нейтрино принимает вид

LL(ϵ) = LL,0 + LintL,0 + ϵ2(LL,2 + LintL,2), (34)

где
LL,0 = ν†l iτ̃µ∂µνl, (35)

LintL,0 = eν†l τ̃µAµνl +
g cos 2θw
2 cos θw

ν†l τ̃µZµνl, (36)

LL,2 = e†l iτ̃µ∂µel + e†riτ̃µ∂µer−

−me(e
†
rel + e†l er)− heχ(e

†
rel + e†l er), (37)

LintL,2 = − g

2 cos θw
e†l τ̃µZµel+

+g′ cos θwe
†
r τ̃µAµer − g′ sin θwe

†
r τ̃µZµer+

+
g√
2

(
ν†l τ̃µW

+
µ el + e†l τ̃µW

−
µ νl

)
. (38)
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Кварковый лагранжиан (18), (20) в терминах полей u и d
кварков записывается в виде

LQ(ϵ) = LQ,0 + ϵ2LQ,2 + LintQ,0 + ϵ2LintQ,2, (39)

где
LQ,0 = u†l iτ̃µ∂µul + u†riτ̃µ∂µur−

−mu(u
†
rul + u†lur)− huχ(u

†
rul + u†lur), (40)

LintQ,0 =
2e

3
u†l τ̃µAµul+

+

(
g

2
cos θw − g′

6
sin θw

)
u†l τ̃µZµul+

+
2

3
g′ cos θwu

†
rτµAµur −

2

3
g′ sin θwu

†
rτµZµur, (41)

LQ,2 = d†l iτ̃µ∂µdl + d†riτµ∂µdr−

−md(d
†
rdl + d†l dr)− hdχ(d

†
rdl + d†l dr), (42)

LintQ,2 = −
(
g

2
cos θw +

g′

6
sin θw

)
d†l τ̃µZµdl+

+
g√
2

(
u†l τ̃µW

+
µ dl + d†l τ̃µW

−
µ ul

)
−

−e
3
d†l τ̃µAµdl −

1

3
g′ cos θwd

†
rτµAµdr+

+
1

3
g′ sin θwd

†
rτµZµdr. (43)

Полный лагранжиан электрослабой модели с контрак-
тированной калибровочной группой получается суммиро-
ванием бозонного, лептонного и кваркового лагранжианов
и представляется в виде разложения по степеням контрак-
ционного параметра

LEWM (ϵ) = L(ϵ) + Lint(ϵ) =

= L0 + ϵ2L2 + Lint0 + ϵ2Lint2 + ϵ4L4, (44)

где
L0 = LB,0 + LL,0 + LQ,0,

Lint0 = LintB,0 + LintL,0 + LintQ,0,

L2 = LB,2 + LL,2 + LQ,2,

Lint2 = LintB,2 + LintL,2 + LintQ,2, Lint4 = LintB,4. (45)

Мы предполагаем, что параметр контракции является
монотонной функцией ϵ(T ) = AT−q, q > 0 температуры
(средней энергии) Вселенной со свойством ϵ(T ) → 0 при
T → ∞. Когда ϵ → 0, слагаемые с более высокими сте-
пенями ϵ вносят меньший вклад в лагранжиан по сравне-
нию со слагаемыми с меньшими степенями. Таким образом,
электрослабая модель демонстрирует три стадии поведе-
ния при движении назад во времени к моменту рождения
Вселенной, которые отличаются степенями контракцион-
ного параметра.

3. Квантовая хромодинамика
Сильные взаимодействия частиц описываются кван-

товой хромодинамикой, которая является калибровочной
теорией, основанной на локальных цветовых степенях сво-
боды кварков [1]. Калибровочная группа SU(3) КХД дей-
ствует в трехмерном комплексном пространстве C3 цве-

товых кварковых состояний q =

 q1
q2
q3

 ≡

 qR
qG
qB

 ∈

C3, где q(x) есть поля кварков q = u, d, s, c, b, t, а R
(красный),G (зеленый),B (голубой) обозначают цветовые
степени свободы. Калибровочные бозоны группы SU(3)
называются глюонами. Всего имеется восемь разных глю-
онов, обмен которыми обеспечивает сильные взаимодей-
ствия кварков. Лагранжиан КХД выбирается в виде

L =
∑
q

(
q̄i(iγµ)(Dµ)ijq

j −mq q̄
iqi
)
−

−1

4

8∑
α=1

FαµνF
µν α, (46)

где Dµq есть ковариантные производные кварковых по-
лей

Dµq =

(
∂µ − igs

(
λα

2

)
Aαµ

)
q. (47)

Здесь gs обозначает сильную константу связи, ta = λa/2
— это генераторы группы SU(3), λa есть матрицы Гелл-
Манна

λ1 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ,

λ3 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ4 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =

 0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .

(48)
Глюонный тензор напряженности имеет стандартный вид

Fαµν = ∂µA
α
ν − ∂νA

α
µ + gsf

αβγAβµA
γ
ν , (49)

где fαβγ есть структурные постоянные алгебры su(3):
[tα, tβ] = ifαβγtγ , α, β, γ = 1, . . . , 8. Они антисиммет-
ричны по всем индексам, а их ненулевые значения таковы:

f123 = 1, f147 = f246 = f257 = f345 =
1

2
,

f156 = f367 = −1

2
, f458 = f678 =

√
3

2
. (50)

42
Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»
www.izvestia.komisc.ru



Выбор матриц Гелл-Манна в виде (48) фиксирует базис
в алгебре su(3), что дает возможность выписать ковари-
антные производные (47) в явной форме

Dµ = I∂µ−

−igs
2

 A3
µ +

1√
3
A8
µ A1

µ − iA2
µ A4

µ − iA5
µ

A1
µ + iA2

µ
1√
3
A8
µ −A3

µ A6
µ − iA7

µ

A4
µ + iA5

µ A6
µ + iA7

µ − 2√
3
A8
µ

 =

= I∂µ − i
gs
2

 ARRµ ARGµ ARBµ
AGRµ AGGµ AGBµ
ABRµ ABGµ ABBµ

 , (51)

где

ARRµ =
1√
3
A8
µ +A3

µ, AGGµ =
1√
3
A8
µ −A3

µ,

ABBµ = − 2√
3
A8
µ, ARRµ +AGGµ +ABBµ = 0,

AGRµ = A1
µ + iA2

µ = ĀRGµ ,

ABRµ = A4
µ + iA5

µ = ĀRBµ ,

ABGµ = A6
µ + iA7

µ = ĀGBµ . (52)

Лагранжиан (46) принимает вид

L =
(
ūi(iγ

µ)(Dµ)
ijuj −muū

iui
)
+. . .−1

4
FαµνF

µν α ≡

≡ Lu + . . .− 1

4
FαµνF

µν α, (53)

где выписаны только слагаемые, характеризующие
u кварк. Отметим, что в КХД отсутствует механизм спон-
танного нарушения симметрии, поэтому глюоны являются
безмассовыми частицами.

Лагранжиан КХД имеет богатое динамическое содер-
жание. Он описывает сложный спектр адронов, цветовой
конфайнмент кварков, асимптотическую свободу и много
других эффектов.

4. КХД с контрактированной калибровочной
группой

В данном разделе будем рассматривать только два
вида кварков q = u, d и учитывать преобразования
(27). Контрактированная специальная унитарная группа
SU(3; ϵ) определяется согласованным действием мат-
ричного элемента группы на вектор в цветовом простран-
ствеC3(ϵ)

q′(ϵ) = U(ϵ)q(ϵ), q′1
ϵq′2
ϵ2q′3

 =

 u11 ϵu12 ϵ2u13
ϵu21 u22 ϵu23
ϵ2u31 ϵu32 u33

 q1
ϵq2
ϵ2q3


(54)

при ϵ→ 0, где q1 = u1, ϵd1, q2 = u2, ϵd2, q3 = u3, ϵd3.
При таком действии остаются инвариантными предельные
эрмитовы формы

u†(ϵ)u(ϵ) = |u1|2 + ϵ2 |u2|2 + ϵ4 |u3|2 ,

d†(ϵ)d(ϵ) = |d1|2 + ϵ2 |d2|2 + ϵ4 |d3|2 . (55)

Переход от классической группы SU(3) и пространства
C3 к группе SU(3; ϵ) и пространству C3(ϵ) достигает-
ся преобразованием калибровочных полей (52) и цветовых
компонент кварков вида

u1 → u1, u2 → ϵu2, u3 → ϵ2u3,

d1 → ϵd1, d2 → ϵ2d2, d3 → ϵ3d3,

AGRµ → ϵAGRµ , ABGµ → ϵABGµ , ABRµ → ϵ2ABRµ . (56)

При этом диагональные калибровочные поля ARRµ , AGGµ ,
ABBµ не изменяются.

Подстановки (27), (56) приводят к следующему раз-
ложению кварковой части лагранжиана КХД по степеням
контракционного параметра

Lq(ϵ) = Lq(ϵ) + Lintq (ϵ) =

=
3∑
k=0

ϵ2k
(
Lq,2k + Lintq,2k

)
, (57)

где
Lq,0 = Lu,0, Lq,2 = Lu,2 + Ld,0,

Lq,4 = Lu,4 + Ld,2, Lq,6 = Ld,4. (58)

Здесь
Lu,0 = iū1γ

µ∂µu1 −mu |u1|2 , (59)

Lintu,0 = +
gs
2
|u1|2 γµ

(
1√
3
A8
µ +A3

µ

)
, (60)

Lu,2 = iū2γ
µ∂µu2 −mu |u2|2 , (61)

Lintu,2 =
gs
2

[
|u2|2 γµ

(
1√
3
A8
µ −A3

µ

)
+

+u1ū2γ
µ
(
A1
µ + iA2

µ

)
+ ū1u2γ

µ
(
A1
µ − iA2

µ

)]
, (62)

Lu,4 = iū3γ
µ∂µu3 −mu |u3|2 , (63)

Lintu,4 =
gs
2

[
− 2√

3
|u3|2 γµA8

µ+

+u1ū3γ
µ
(
A4
µ + iA5

µ

)
+ ū1u3γ

µ
(
A4
µ − iA5

µ

)
+

+u2ū3γ
µ
(
A6
µ + iA7

µ

)
+ ū2u3γ

µ
(
A6
µ − iA7

µ

)]
. (64)

Слагаемые Ld,2k, Lintd,2k, k = 0, 1, 2 описываются фор-
мулами (60)–(64) с заменой up на dp, p = 1, 2, 3.

Глюонная часть Lgl = − 1
4
FαµνF

µν α лагранжиана
приобретает вид

Lgl(ϵ) = L
(0)
gl +ϵ

2L
(2)
gl +ϵ

4L
(4)
gl +ϵ

6L
(6)
gl +ϵ

8L
(8)
gl , (65)

где

L
(0)
gl = −1

4

{(
∂µA

3
ν − ∂νA

3
µ

)2
+
(
∂µA

8
ν − ∂νA

8
µ

)2}
,

(66)
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L
(2)
gl = −1

4

{(
∂µA

1
ν−∂νA1

µ+gs
(
A2
µA

3
ν −A3

µA
2
ν

))2

+

+

(
∂µA

6
ν − ∂νA

6
µ +

gs
2

[(
A3
µA

7
ν −A7

µA
3
ν

)
+

+
√
3
(
A7
µA

8
ν −A8

µA
7
ν

)])2

+

+

(
∂µA

2
ν − ∂νA

2
µ − gs

(
A1
µA

3
ν −A3

µA
1
ν

))2

+

+

(
∂µA

7
ν − ∂νA

7
µ −

gs
2

[
A3
µA

6
ν −A6

µA
3
ν+

+
√
3
(
A6
µA

8
ν −A8

µA
6
ν

)])2

+

+gs

[(
2
(
A1
µA

2
ν −A2

µA
1
ν

)
−

−A6
µA

7
ν +A7

µA
6
ν

) (
∂µA

3
ν − ∂νA

3
µ

)
+

+
√
3
(
A6
µA

7
ν −A7

µA
6
ν

) (
∂µA

8
ν − ∂νA

8
µ

)]}
, (67)

L
(4)
gl = −1

4

{(
∂µA

4
ν − ∂νA

4
µ

)2
+
(
∂µA

5
ν − ∂νA

5
µ

)2
+

+gs

[(
A4
µA

7
ν−A7

µA
4
ν−A5

µA
6
ν+A

6
µA

5
ν

) (
∂µA

1
ν − ∂νA

1
µ

)
+

+
(
A4
µA

6
ν−A6

µA
4
ν+A

5
µA

7
ν−A7

µA
5
ν

) (
∂µA

2
ν − ∂νA

2
µ

)
−

−
(
A1
µA

7
ν −A7

µA
1
ν +A

2
µA

6
ν −A6

µA
2
ν +A

3
µA

5
ν −A5

µA
3
ν−

−
√
3
(
A5
µA

8
ν −A8

µA
5
ν

)) (
∂µA

4
ν − ∂νA

4
µ

)
+

+
(
A1
µA

6
ν −A6

µA
1
ν −A2

µA
7
ν +A

7
µA

2
ν +A

3
µA

4
ν −A4

µA
3
ν−

−
√
3
(
A4
µA

8
ν −A8

µA
4
ν

)) (
∂µA

5
ν − ∂νA

5
µ

)
+

+
(
A2
µA

4
ν−A4

µA
2
ν−A1

µA
5
ν+A

5
µA

1
ν

) (
∂µA

6
ν − ∂νA

6
µ

)
+

+
(
A1
µA

4
ν−A4

µA
1
ν+A

2
µA

5
ν−A5

µA
2
ν

) (
∂µA

7
ν − ∂νA

7
µ

)
+

+
√
3
(
A4
µA

5
ν −A5

µA
4
ν

) (
∂µA

8
ν − ∂νA

8
µ

)]
+

+g2s

[(
A1
µA

2
ν −A2

µA
1
ν

)2
+
(
A6
µA

7
ν −A7

µA
6
ν

)2 −
−
(
A1
µA

2
ν −A2

µA
1
ν

) (
A6
µA

7
ν −A7

µA
6
ν

)
−

−
(
A1
µA

3
ν −A3

µA
1
ν

) (
A4
µA

6
ν−A6

µA
4
ν+A

5
µA

7
ν−A7

µA
5
ν

)
+

+
(
A2
µA

3
ν −A3

µA
2
ν

) (
A4
µA

7
ν−A7

µA
4
ν−A5

µA
6
ν+A

6
µA

5
ν

)
+

+
1

2

(
A3
µA

7
ν −A7

µA
3
ν +

√
3
(
A7
µA

8
ν −A8

µA
7
ν

))
×

×
(
A2
µA

4
ν −A4

µA
2
ν −A1

µA
5
ν +A5

µA
1
ν

)
−

−1

2

(
A3
µA

6
ν −A6

µA
3
ν +

√
3
(
A6
µA

8
ν −A8

µA
6
ν

))
×

×
(
A1
µA

4
ν −A4

µA
1
ν +A2

µA
5
ν −A5

µA
2
ν

)
+

+
1

2

(
A1
µA

7
ν −A7

µA
1
ν +A2

µA
6
ν −A6

µA
2
ν+

+A3
µA

5
ν −A5

µA
3
ν −

√
3
(
A5
µA

8
ν −A8

µA
5
ν

))2
+

+
1

2

(
A1
µA

6
ν −A6

µA
1
ν −A2

µA
7
ν +A7

µA
2
ν+

+A3
µA

4
ν −A4

µA
3
ν −

√
3
(
A4
µA

8
ν −A8

µA
4
ν

))2]}
, (68)

L
(6)
gl = − g

2
s

16

{(
A4
µA

7
ν −A7

µA
4
ν −A5

µA
6
ν +A6

µA
5
ν

)2
+

+
(
A4
µA

6
ν −A6

µA
4
ν +A5

µA
7
ν −A7

µA
5
ν

)2
+

+
(
A2
µA

4
ν −A4

µA
2
ν −A1

µA
5
ν +A5

µA
1
ν

)2
+

+
(
A1
µA

4
ν −A4

µA
1
ν +A2

µA
5
ν −A5

µA
2
ν

)2
+

+4
(
A1
µA

2
ν−A2

µA
1
ν+A

6
µA

7
ν−A7

µA
6
ν

) (
A4
µA

5
ν −A5

µA
4
ν

)}
,

(69)

L
(8)
gl = −g

2
s

4

(
A4
µA

5
ν −A5

µA
4
ν

)2
. (70)

В результате объединения (57) и (65) лагранжиан моди-
фицированной КХД может быть представлен в виде разло-
жения по степеням контракционного параметра

LQCD(ϵ) = Lq(ϵ) + Lintq (ϵ) + Lgl(ϵ) =

= L(0) + ϵ2L(2) + ϵ4L(4) + ϵ6L(6) + ϵ8L(8), (71)

где

L(0) = Lu,0 + Lintu,0 + L
(0)
gl , L(8) = L

(8)
gl ,

L(2p) = Lu,2p + Ld,2(p−1) + Lintu,2p + Lintd,2(p−1)+

+L
(2p)
gl , p = 1, 2, 3. (72)

В соответствии с нашей гипотезой контракционный пара-
метр является монотонной функцией температуры ϵ → 0
при T → ∞. Согласно современной концепции возникно-
вения Вселенной [8], очень высокие («бесконечные») тем-
пературы могут существовать на первых стадиях Большого
взрыва сразу после инфляции в доэлектрослабую эпоху.
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5. Оценка границ между эпохами в эволюции
Вселенной

Объединяя лагранжианы электрослабой модели (44)
и вантовой хромодинамики (71), получаем лагранжиан
стандартной модели, представленный в виде разложения
по степеням контракционного параметра

LSM (ϵ) = LEWM (ϵ) + LQCD(ϵ) =

= L(ϵ) + Lq(ϵ) + Lint(ϵ) + Lintq (ϵ) + Lgl(ϵ) =

= L0 + ϵ2L2 + ϵ4L4 + ϵ6L6 + ϵ8L8, (73)

где с учетом выражений (45) и (72) имеем

Lp = Lp + Lintp + L(p), p = 0, 2, 4,

L6 = L(6), L8 = L(8). (74)

Таким образом, в зависимости от степени контракцион-
ного параметра стандартная модель демонстрирует пять
стадий поведения при движении назад во времени к мо-
менту рождения Вселенной. Как уже отмечалось, контрак-
ция калибровочной группы стандартной модели обеспе-
чивает возможность упорядочить во времени различные
стадии развития Вселенной, но не позволяет определить
абсолютные даты этих эпох. Для этого требуются допол-
нительные предположения. В частности, мы предположим,
что контракционный параметр одинаков для электросла-
бой модели и КХД.

Далее мы принимаем, что электрослабая модель,
лагранжиан которой включает минимальные слагаемые,
пропорциональные ϵ4, восстанавливается в стандартном
виде при своей характерной температуре T4 = 100 ГэВ,
а полная реконструкция КХД с минимальными слагаемы-
ми в лагранжиане порядка ϵ8 происходит при температуре
T8 = 0.2 ГэВ.

Обозначим через ∆ уровень обрезания для ϵk , k =
2, 4, 6, 8, т.е. при ϵk < ∆ все слагаемые в лагранжи-
ане, пропорциональные ϵk , считаем пренебрежимо малы-
ми. Наконец, предположим, что контракционный параметр
зависит от температуры

ϵ(T ) =

(
A

T

)q
, q > 0, (75)

гдеA— постоянная размерности T . Из уравнения для КХД
ϵ8(T8) = (AT−1

8 )8q = ∆ получаем A = T8∆
1/8q =

0, 2∆1/8q ГэВ. Из подобного уравнения для электрослабой
модели находим уровень обрезания ∆ = (T8T

−1
4 )8q =

(0, 2 · 10−2)8q ≈ (10−22)q , а также размерную константу
A = T 2

8 T
−1
4 = 4 · 10−4 ГэВ. Используя уравнение для k-

ой степени ϵk(Tk) = (AT−1
k )qk = ∆, имеем

Tk = T8

(
T8

T4

)1− 8
k

(76)

и легко находим граничные значения (ГэВ):

T2 = 107, T4 = 102, T6 = 1, T8 = 2 · 10−1, (77)

не зависящие от степени q, связывающей параметр кон-
тракции и температуру (75). Оценка «бесконечной» тем-
пературы T2 ≈ 107 ГэВ намного меньше энергии Планка
≈ 1019 ГэВ, при которой становится существенным влия-
ние гравитации. Таким образом, полученная эволюция эле-
ментарных частиц не выходит за пределы проблем, описы-
ваемых электрослабыми и сильными взаимодействиями.

6. Зависимость сечения рождения бозонов
Хиггса от температуры

Диаграмма Фейнмана, описывающая доминантный ме-
ханизм рождения и регистрации бозонов Хиггса в экспери-
ментах на Большом адронном коллайдере, после преобра-
зования полей калибровочных бозонов (26), дополненных
преобразованием полей лептонов и кварков (27), (56), при-
нимает вид, изображенный на рис. 1, гдеL обозначает пару
электронов или мюонов [13].
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Рисунок 1. Модифицированная диаграмма рождения бозона Хиггса в че-
тырехлептонном процессе.
Figure 1. Modified diagram of Higgs boson production in a four-lepton pro-
cess.

Подсчет контракционных множителей в правой части
диаграммы дает ϵ4. Этот множитель учитывает вклад элек-
трослабых взаимодействий в рассматриваемый механизм.
Оставшуюся часть диаграммы можно изобразить в виде
петли виртуальных кварков (рис. 2), зависящей только от
сильных взаимодействий.

p

p

g

g

t, b ǫ4+α

Рисунок 2. Диаграмма рождения бозона Хиггса, зависящая от сильных
взаимодействий кварков. Здесь α = 1 для t-кварка и α = 2 для b-
кварка.
Figure 2. Higgs boson production diagram dependent on strong quark inter-
actions. Here α = 1 for the t-quark and α = 2 for the b-quark.

В результате контракции калибровочной группы КХД
происходит «расщепление» процессов образования бозо-
нов Хиггса при взаимодействии кварков на разные кана-
лы, связанные с разной зависимостью цветов (компонент)
кварков и глюонов от ϵ. Амплитуды Mik процессов рож-
дения бозона Хиггса домножаются на контракционный па-
раметр в различных степенях в зависимости от того, ка-
кие цветовые компоненты виртуальных кварков участву-
ют в его образовании. Сечение процесса пропорционально
квадрату амплитуды σik = |Mik|2. В силу малости пара-
метра ϵ = (AT−1)q, q > 0 основной вклад в общее се-
чение при увеличении T дают каналы, пропорциональные
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параметру контракции с отрицательными степенями. Мак-
симальный вклад вносит каналM31(ϵ) (рис. 3) с участием
первой и третьей компонент t-кварка

σt(T ) = T 8qσint , (78)

где σint — непреобразованное сечение при ϵ = 1.
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4

ǫ
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ǫ
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· ǫ
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Рисунок 3. Петля виртуальных кварков с компонентами q1, q3 и антиквар-
ка с компонентой q̄3 . Амплитуда каналаM31(ε).
Figure 3. A loop of virtual quarks with components q1, q3 and an antiquark
with component q̄3 . Channel amplitudeM31(ε).

Результаты измерений сечения рождения бозонов
Хиггса в четырехлептонном распаде, полученные на БАК
в течение ряда лет при столкновении протонных пучков
разных энергий, приведены в обзоре [14]: σtot = 17 при
E = 7, σtot = 22 при E = 8, σtot = 56 при E = 13,
σtot = 57 при E = 14. Здесь E дано в ТэВ, а σtot —
в пикобарн. Из этих данных следует, что измеренные се-
чения демонстрируют квадратичную зависимость от энер-
гии σtot ∼ E2. Логично предположить, что температура
T Вселенной и энергия E столкновения протонных пуч-
ков в БАК пропорциональны друг другу T ∼ E , тогда
σtot ∼ T 2.

Сечение (78) для канала рождения t-кварка с ампли-
тудойM31(ϵ) имеет квадратичную зависимость σt(T ) ∼
T 2 при q = 1

4
. Другие растущие сечения пропорцио-

нальны ∼ T (тот же канал M31(ϵ) для b-кварка и ка-
налM32(ϵ) для t-кварка). Вопрос о соотношении вкладов
этих и других процессов в общее сечение σtot остается
открытым. Экспериментальные сечения рождения бозонов
Хиггса σtot содержат вклад как обоих t- и b-кварков, так
и всех их цветов (компонент). Поэтому для прямого срав-
нения с теоретическими значениями необходимы допол-
нительные предположения о доле t- и b-петлевых вкладов
в целом, о вкладах каждой цветовой компоненты кварков
в общее сечение и др. Однако можно утверждать, что ги-
потеза о контракции калибровочной группы стандартной
модели согласована с полученными экспериментальными
данными по сечениям рождения бозонов Хиггса.

7. Изменения частиц и взаимодействий в про-
цессе эволюции

Разложение (73) лагранжиана стандартной модели по
степеням контракционного параметра открывает возмож-
ность для построения промежуточных предельных моде-
лей с разными частицами и взаимодействиями между ни-
ми. Можно взять лагранжиан L0 в качестве первоначаль-
ной предельной системы при T > 107 ГэВ, затем добавить
L2 и получить вторую предельную модель с лагранжианом
L(2)
SM = L0 + L2 при 107 > T > 102 (ГэВ). После это-

го можно добавить L4 и получить следующую предельную

модель L(4)
SM = L0 + L2 + L4 при 102 > T > 1 (ГэВ)

и так далее до полного восстановления лагранжиана стан-
дартной модели при T < 2 · 10−1 ГэВ. По мере перехода
от одной эпохи к другой изменяются значимые слагаемые
в лагранжианах, что позволяет сделать некоторые выводы
о частицах на разных стадиях эволюции Вселенной уже на
уровне классических полей.

В пределе «бесконечной» температуры (ϵ = 0, T >
107 ГэВ) получаем лагранжиан L0 стандартной модели,
квадратичные слагаемые которого содержат: безмассовые
нейтрино и фотон, массивные Z-бозон и бозон Хиггса (29),
(35), массивный монохроматический u-кварк (40) с первой
(R) компонентой (59), (60). Слагаемые более высокого по-
рядка описывают самодействие бозона Хиггса и его взаи-
модействие с Z-бозоном (31), слабые и электромагнитные
взаимодействия нейтрино и u-кварка с фотоном иZ-бозо-
ном (36), (41), а также взаимодействия диагональных глюо-
нов (66). Отметим, что поля заряженных бозоновW±

µ , соот-
ветствующие подгруппе трансляций, не входят в предель-
ный лагранжиан L0.

Из явного выражения лагранжиана взаимодействия
следует, что частицы разного сорта не взаимодействуют
между собой. Взаимодействуют только частицы одного ви-
да, например, нейтрино взаимодействуют друг с другом по-
средством нейтральных токов. Все другие частицы явля-
ются заряженными и взаимодействуют посредством обме-
наZ бозонами и фотонами. Это выглядит как некая страти-
фикация электрослабой модели с частицами одного вида
в каждом слое.

При T > 107 ГэВ остаются отличными от нуля только
две компоненты глюонного тензора напряженностиF 3

µν =

∂µA
3
ν − ∂νA

3
µ = 1

2

(
FRRµν − FGGµν

)
и F 8

µν = ∂µA
8
ν −

∂νA
8
µ =

√
3
2

(
FRRµν + FGGµν

)
, так что, используя (59), (60),

(66), можно выписать предельный КХД лагранжиан в явной
форме

L(0) = Lu,0 + Lintu,0 + L
(0)
gl =

= iūRγ
µ∂µuR +

gs
2
|uR|2 γµARRµ −

−1

4

(
FRRµν

)2 − 1

4

(
FGGµν

)2 − 1

4
FRRµν F

GG
µν . (79)

Отсюда заключаем, что в этом пределе выживают только
динамические слагаемые для одной цветовой компонен-
ты u-кварка, т.е. кварки становятся монохроматически-
ми. Также остаются ненулевыми слагаемые, описывающие
взаимодействие этой компоненты с R-глюонами. Помимо
R-глюонов присутствуют G-глюоны, которые не взаимо-
действуют с uR. Таким образом, стратификация присут-
ствует и в секторе КХД.

При температурах 107 ГэВ≥ T > 102 ГэВ к лагранжи-
ану добавляется L2, которое содержит кинетические сла-
гаемыеW±-бозонов (30), электронов (37) иd-кварков (42),
а также описывает слабые взаимодействияW± с другими
калибровочными бозонами (32) и бозоном Хиггса. Появля-
ются взаимодействия нейтрино с электроном (38) и меж-
ду u- и d-кварками (43). u-кварк обретают вторую цвето-
вую степень свободы (61), которая взаимодействует с пер-
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вой (62). У d-кварка активируется первая цветовая степень
свободы. Основная часть электрослабых и значительная
часть цветовых взаимодействий восстанавливаются в эту
эпоху.

При дальнейшем остывании до температур 102 ГэВ ≥
T > 1 ГэВ к лагранжиану добавляется слагаемоеL4, кото-
рое обеспечивает слабые взаимодействия калибровочных
бозонов между собой (33). Восстанавливаются все цвето-
вые компоненты u-кварков (63) и взаимодействия между
ними (64). У d-кварка появляется вторая цветовая степень
свободы, сильно взаимодействующая с первой. Активизи-
руется большое количество взаимодействий между глюо-
нами (68).

В интервале температур 1 ГэВ≥ T > 0, 2 ГэВ появля-
ется третья цветовая степень свободы d-кварка (63), при-
сутствуют все цветовые взаимодействия за исключением
(70). Наконец, при T ≤ 0, 2 ГэВ в полном объеме восста-
навливается стандартная модель.

Заключение

Рассмотрен предельный случай стандартной модели,
соответствующий контракции ее калибровочной группы.
Предполагается, что математический параметр контрак-
ции уменьшается при возрастании температуры Вселен-
ной, а его нулевой предел соответствует «бесконечной»
температуре, не превышающей планковскую энергию 1019

ГэВ. т.е. предел, где становятся существенными гравита-
ционные взаимодействия. Другими словами, эволюция ча-
стиц не выходит за рамки проблем, описываемых элек-
трослабыми и сильными взаимодействиями. Прослежены
стадии развития стандартной модели в процессе эволю-
ции Вселенной по мере ее остывания, которые различа-
ются степенями контракционного параметра. Промежуточ-
ные лагранжианы Lk находятся с помощью уровня обре-
зания∆ с учетом типичных энергий КХД и электрослабой
модели. Их явный вид для каждой стадии развития стан-
дартной модели получен из разложений (44),(71),(73) пол-
ных лагранжианов, что позволяет сделать выводы о раз-
витии взаимодействий и свойств частиц в каждую из рас-
смотренных эпох.

Полученная схема эволюции частиц не противоречит
разработанной из других соображений истории Вселенной
[1, 8], согласно которой обусловленные КХД фазовые пере-
ходы происходят позже электрослабых фазовых перехо-
дов. Кроме того, она дает основу для более детального ана-
лиза этапов становления лептонов и кварк-глюонной плаз-
мы, учитывая тот факт, что слагаемые L(6)

gl (69) и L(8)
gl (70)

в глюонном лагранжиане Lgl (65) пренебрежимо малы при
температурах от 0.2 до 100 ГэВ.

С другой стороны, в отличие от ТВО, наличие непре-
рывно изменяющегося параметра позволяет анализиро-
вать полученные результаты с точки зрения их зависимо-
сти от температуры. В частности, экспериментальные дан-
ные, полученные на Большом адронном коллайдере по се-
чениям рождения бозонов Хиггса при энергиях 7, 8, 13 и 14
ТэВ, не противоречат предложенной гипотезе.
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Аннотация
Уравнение Лиувилля эквивалентно двумерному уравне-
нию Лапласа и приводится к нему преобразованием Бэк-
лунда, которое с точки зрения теории групп можно интер-
претировать с помощью контракции Иненю-Вигнера. Мы
разбираем построение решений уравнения Лиувилля для
представления нулевой кривизны с помощью контракции
алгебры Ли sl(2) и используем для этого нильпотентные
образующие.

Abstract
The Liouville equation is equivalent to the two-dimensional
Laplace equation and is reduced to it by the Lie-Bäcklund
transformation, which, from the point of view of group the-
ory, can be interpreted from using the Inönü-Wigner contrac-
tion. We analyze the construction of solutions to the Liouville
equation to represent zero curvature using the contraction of
the Lie algebra sl(2) and use nilpotent generators for this.

Ключевые слова:
уравнение Лиувилля, контракции групп Ли

Keywords:
Liouville equation, contractions of Lie groups

Введение
В XIX в. Ж. Лиувилль, занимаясь поиском поверхностей

постоянной кривизны K , пришел к уравнению [1], которое
теперь носит его имя

∂2u

∂x∂y
= −K

2
eu, (1)

и нашел решение в виде

eu =
4fx(x)gy(y)

(1 +Kf(x)g(y))
2 . (2)

Здесь x и y — две независимые переменные, f(x) и g(y)
— две произвольные функции от x и y соответственно.
Нижние индексы означают частные производные. После
замены g(y) → 1

Kg(y)
решение (2) можно переписать в ви-

де

eu = − 4fx(x)gy(y)

K (f(x) + g(y))
2 . (3)

Преобразования

x′ = X(x), y′ = Y (y),

u′ = u− lnXx(x)− lnYy(y) (4)

не меняют вид уравнения Лиувилля (1), образуя бесконеч-
ную группу, содержащую две произвольные функции, и мо-
гут служить для построения его решений [2, 3].

Уравнение Лиувилля эквивалентно уравнению

∂2ϕ

∂x∂y
= 0 (5)

(двумерному уравнению Лапласа в случае римановых про-
странств или волновому уравнению в случае пространств
псевдоримановых), имеет ту же группу симметрии и приво-
дится к уравнению (5) одним из двух преобразований Ли-
Бэклунда

u = ln

(
−4ũxũy
Kũ2

)
, u = ln

(
− 4ũxũy
K cos2 ũ

)
, (6)

найденных еще Лиувиллем [2, 3]. Для любого решения
ũ(x, y) уравнения (5), формулы (6) дают решения урав-
нения (1). Уравнение Лиувилля вошло в учебники [4, 5]
и остается интересной задачей как для математиков [6, 7],
так и для физиков.

Поскольку группы движений плоских пространств мож-
но получить предельными переходами из групп движений
пространств постоянной кривизны (K ̸= 0), то преобразо-
вания Бэклунда, переводящие уравнение Лиувилля в урав-
нение Лапласа или волновое, также можно связать с кон-
тракциями соответствующих групп (алгебр) [8–10].

Контракции алгебр Ли были впервые введены в рабо-
те Иненю и Вигнера [11] и в наиболее простой реализации
заключаются в умножении некоторых ее элементов на па-
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раметры εi с последующим независимым устремлением их
к нулю таким образом, чтобы в пределе получались новые
алгебры Ли. Возможен и алгебраический подход к контрак-
циям [12], заключающийся в использовании алгебры Пиме-
новаPn(ι), при котором вместо параметров ε используют-
ся нильпотентные элементы этой алгебры.

В общем случае, как было отмечено [8–10], преобразо-
вания Бэклунда связаны с контракциями Иненю-Вигнера.
Если гамильтониан имеет вид Ĥ = Ĥ0 + εĤI , где посто-
янная взаимодействия ε совпадает с параметром контрак-
ции, то при устремлении ε к нулю задача сводится к систе-
ме, описываемой свободным гамильтонианом Ĥ0, а общее
решение можно строить из связанных с ним свободных по-
лей.

Например, нелинейное уравнение Лиувилля описыва-
ется в терминах алгебры Ли sl(2) или so(3), а связанное
с ним линейное уравнение Лапласа (5), решения которо-
го играют роль асимптотических полей, связано с группой
движений плоскости, которая может быть получена кон-
тракцией из sl(2) или so(3). При этом контракционный
параметр, равный постоянной взаимодействия, можно ин-
терпретировать и как кривизну K соответствующего про-
странства.

Также для цепочки Тоды контракция соответствующей
алгебры Ли позволяет строить общее решение. Предель-
ные переходы в Тода системах, перестройка диаграмм
Дынкина, влияние на гамильтониан взаимодействия, по-
нижение размерности получающейся Тода системы и по-
явление свободных уравнений исследованы в [13], а связь
контракций и преобразований Бэклунда для An- цепочки
Тоды отмечена в [14].

В работе [15], основываясь на системе уравнений, из ко-
торой следует уравнение нулевой кривизны [10, 16], были
найдены преобразования Бэклунда для An–цепочки То-
ды, связывающие ее сAn−1– цепочкой Тоды и свободным
уравнением Лапласа. Аналогичный результат получен для
Bn, Cn иG2–цепочек Тоды. Отсюда следует, что с L− A
парой ассоциируются две алгебры Ли, отвечающие пер-
воначальному уравнению и уравнению, связанному с ним
преобразованием Беклунда и что саму L − A пару можно
понимать как результат некоторой композиции двух алгебр
Ли — исходной и контрактированной.

А. Пуанкаре использовал уравнение Лиувилля в зада-
че об униформизации римановых поверхностей [17] и дока-
зал существование решения уравнения Лиувилля для пол-
ной конформной метрики отрицательной кривизны с опре-
деленными асимптотиками в окрестностях особых точек.
Такое решение определяет на сфере с выколотыми точ-
ками полную метрику отрицательной кривизны. Решения
уравнения Лиувилля, с определенными асимптотиками в
проколотых точках и сингулярностями определенного ти-
па на замкнутых контурах, интерпретируемые как горизонт
черной дыры, могут трактоваться как решения типа чер-
ных дыр. На основе результатов магистерской диссерта-
ции В.И. Смирнова 1918 г. для случая четырех проколов бы-
ли явно описаны все решения типа черных дыр [18]. У урав-
нения Лиувилля есть и солитонные решения [19, 20].

Классическая теория Лиувилля — это теория поля, свя-

занная с гиперболическими римановыми поверхностями.
Полные конформные метрики на римановой поверхности
являются классическими полями теории, а уравнение Ли-
увилля — уравнением Эйлера-Лагранжа для соответству-
ющего функционала [21]. Пример классического поля Ли-
увилля разобран в [22].

Решения (2) лежат в основе квантовой модели Лиувил-
ля — базового примера конформной теории поля. Функ-
ции f и g играют здесь роль свободных полей и нулевых
мод [23]. В теории струн квантовое поле Лиувилля возни-
кает как конформная аномалия и играет важную роль [24].

В данной работе предложено использовать нильпо-
тентные образующие и алгебраический вариант контрак-
ций [12] для представления уравнений Лиувилля и Лапласа
через уравнение нулевой кривизны и нахождения связи их
решений.

1. Геометрии Кэли-Клейна и уравнение Ли-
увилля

Согласно программе Ф. Клейна, проективная геометрия
и ее группа движений могут служить базой для построе-
ния геометрий. Каждой из девяти геометрий Кэли-Клей-
на отвечает подгруппа проективной группы, т.е. подгруп-
па матриц 3× 3, которая задается соответствующим абсо-
лютом. Некоторые из этих подгрупп связаны предельны-
ми переходами. Существует также глубокая связь различ-
ных видов комплексных и гиперкомплексных чисел с гео-
метриями Кэли-Клейна [25]. Отметим подход к построению
геометрий, основанный на принципе феноменологической
симметрии [26, 27].

Мы следуем подходу, предложенному Р.И. Пименовым
[28], где двумерные геометрии Кэли-Клейна (рис. 1) моде-
лируются в виде двумерной сферы с именованными коор-
динатами, которые могут быть вещественными, мнимыми
и нильпотентными [12, 28, 29]. Используя параметры jk =
1, ιk, i, именованные координаты можно представить в ви-
де x0, j1x1, j1j2x2, xk ∈ R и с помощью них реализовать
девять геометрий на поверхностях

x20 + j21x
2
1 + j21j

2
2x

2
2 = R2, (7)

в пространствах с метрикой

ds2 = (dx0)
2 + j21(dx1)

2 + j21j
2
2(dx2)

2. (8)

Группа движений сферы изоморфна ортогональной
группе SO(3). Группы движений остальных двумерных
геометрий Кэли-Клейна могут быть получены из SO(3)
контракциями и аналитическими продолжениями [12]. Ге-
нераторы соответствующих алгебр Ли получаются из гене-
раторов алгебры Ли so(3) домножением на параметры jk

X → j1X, Y → j2Y, Z → j1j2Z,

где X,Y, Z — генераторы вращений в двумерных плос-
костях {x0, x1}, {x1, x2}, {x0, x2} соответственно. Эти
преобразования при нильпотентных значениях jk соот-
ветствуют преобразованиям контракций Иненю-Вигнера.
Коммутационные соотношения имеют вид [12]

[X,Y ] = Z, [Y, Z] = j21X, [Z,X] = j22Y. (9)
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Рисунок 1. Двумерные пространства Кэли-Клейна.
Figure 1. Two-dimensional Cayley-Klein spaces.

Для римановых (j2 = 1) и псевдоримановых (j2 = i)
двумерных пространств постоянной кривизны метрику

ds2 = gijdx
idxj (10)

можно представить в конформном виде [4, 5]

ds2 = eu
(
dx2 + j22dy

2
)
= eudz dz̄, (11)

e−u =
(
1 +K

(
x2 + j22y

2
))2

= (1 +Kzz̄)
2
, (12)

где z = x + ij2y, z̄ = x − ij2y. В этом случае гауссова
кривизнаK имеет вид [4, 5]

K = −eu

2

(
∂2

∂x2
+ j22

∂2

∂y2

)
u = −2e−u

∂2u

∂z∂z̄
. (13)

Если кривизна постоянна, то для функции u = u(z, z̄) по-
лучаем уравнение Лиувилля (1)

1

4

(
∂2

∂x2
+ j22

∂2

∂y2

)
u =

∂2u

∂z∂z̄
= −K

2
eu. (14)

Любая поверхность с римановой метрикой (11) (j2 = 1)
постоянной кривизны K локально изометрична сфере S2

при K > 0, евклидовой плоскости R2 при K = 0 или
плоскости Лобачевского H2 при K < 0, которые явля-
ются универсальными накрывающими поверхностями для
всех поверхностей соответственно положительной, нуле-
вой и отрицательной кривизны [4, 5]. Любая псевдорима-
нова поверхность (j2 = i) с метрикой вида (11) постоян-
ной кривизны локально изометрична однополостному ги-
перболоиду L2 (K ̸= 0) или плоскости Минковского R1,1

(K = 0). Таким образом, уравнение Лиувилля имеет от-
четливый геометрический смысл и связана с внутренней
геометрией поверхностей в евклидовом или псевдоевкли-
довом пространствах.

Рассмотрим более подробно, как получаются эти фор-
мулы, и начнем с трех римановых геометрий Кэли-Клейна
(j2 = 1) — сферы, плоскостей Евклида и Лобачевского.
Сфера радиуса R (рис. 2) задается уравнениями (7) и (8)
с j1 = j2 = 1. При стереографической проекции на эква-
ториальную плоскость x0 = 0 из точки (R, 0, 0) метрика

сферы принимает конформный вид (11) [4, 5]

ds2 =
dx2 + dy2

(1 +K (x2 + y2))
2 =

4dz dz̄

(1 +K|z|2)2
. (15)

Здесь z = x + iy – координаты стереографической про-
екции соответствующей точки сферыM(x0, x1, x2),K =
1

R2
— гауссова кривизна сферы.

x1

x2

x0

R

M
′

M

Рисунок 2. Стереографическая проекция сферы S2 . Сферическая плос-
кость.
Figure 2. Stereographic projection of the sphere S2 . Spherical plane.
К плоскости Лобачевского (j1 = i, j2 = 1) можно прийти,
рассматривая псевдосферу радиусаR (рис. 3)

x20 − x21 − x22 = R2 (16)

в псевдоевклидовом пространстве R3
1 с метрикой

ds2 = (dx0)
2 − (dx1)

2 − (dx2)
2. (17)

При стереографической проекции верхней половины ги-
перболоида на плоскость x0 = 0 из точки (−R, 0, 0) мет-
рика на плоскости Лобачевского (модель Пуанкаре) прини-

мает конформный вид (11), (15), гдеK = − 1

R2
, |z| < 1

[4, 5].

x1

x2

x0

R

M ′(x, y)

M

Рисунок 3. Стереографическая проекция гиперболоида. Модель Пуанкаре
плоскости ЛобачевскогоH2 .
Figure 3. Stereographic projection of a hyperboloid. The Poincare model of
the Lobachevsky planeH2 .

Таким образом, конформную метрику и уравнения Ли-
увилля для сферы, плоскостей Евклида и Лобачевского

для K =
j21
R2

можно записать в виде (11),(12) и (14). Де-
лая преобразование z → f(z), получаем метрику и общее
решение

ds2 =
4|fz|2

(1 +K|f |2)2
dz dz̄, eu =

4|fz|2

(1 +K|f |2)2
.

(18)
Отметим, что если у нас есть какое-нибудь решениеu(z, z̄)
уравнения Лиувилля, то функция

U(z, z̄) = u
(
f(z), f̄(z̄)

)
fz(z)f̄z̄(z̄) (19)

тоже будет решением, которое можно получить и с помо-
щью симметрий (4).
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Аналогично можно рассмотреть псевдоримановы про-
странства постоянной кривизны (j2 = i), уравнения Ли-
увилля для них и получить формулы (11)–(14). Здесь есть
три типа прямых— времениподобные, пространственнопо-
добные и световые, не совмещаемых друг с другом движе-
ниями. Эти геометрии применяются для моделей простран-
ства-времени — анти-де Ситтера, Минковского и де Ситте-
ра (рис. 4).

x0

x1

x2

R

Рисунок 4. Однополостной гиперболоидL2 (пространство-время анти-де
СиттераAdS2).
Figure 4. One-sheeted hyperboloid L2 (anti-de Sitter space-timeAdS2).

В полуримановых пространствах с j2 = ι2 появляют-
ся два типа прямых, не совмещающихся движениями этих
геометрий. Одна из них моделируется дуальным числом,
что приводит к возникновению двух метрик: в базе и слое.
Это позволяет применять полуримановы геометрии к опи-
санию двух разных физических величин, например време-
ни и пространства, т. е. служить моделями пространства-
времени [12, 28, 29]. Мы их здесь рассматривать не будем.

Дифференцируя уравнение Лиувилля (14) по z

uzzz̄ = −K
2
euuz = uzz̄uz, (20)

получаем, чтоW2(uzz, uz) =W (z), где

W (z) = uzz −
1

2
u2z (21)

является голоморфной функцией от z

∂

∂z̄

(
uzz −

1

2
u2z

)
= 0. (22)

Обозначая p = uz , получаем уравнение Риккати

pz −
1

2
p2 =W (z), (23)

которое легко интегрируется.
Отметим, что функцияψ = e−

1
2u играет важную роль в

теории уравнения Лиувилля и удовлетворяет уравнению

∂2ψ

∂z2
+

1

2
Wψ = 0. (24)

В квантовой теории Лиувилля поле ψ описывает вырож-
денный на уровне 2 вектор в модуле Верма алгебры Ви-
расоро [18]. С уравнением (24), в котором функция W (z)
в случае n особых точек имеет вид

W (z) ∼
n−1∑
k=1

(
1

2(z − zk)2
+

ck
z − zk

)
, (25)

Ф. Клейн и А. Пуанкаре связывали задачу об униформи-
зации римановых поверхностей, а А.М. Поляков обнаружил

[24, 30], что действие уравнения Лиувилля S , вычисленное
на классическом решении, является производящей функ-
цией для акцессорных параметров ck , где

ck = − 1

2π

∂S

∂zk
.

2. Представление нулевой кривизны уравне-
ния Лиувилля

Уравнение Лиувилля (14) сK =
j21
R2

, j1 = 1, ι1 может
быть записано с помощью представления нулевой кривиз-
ны для алгебры Ли sl(2) или so(3). Мы разберем здесь
вариант алгебры sl(2). Для алгебры so(3, j) вида (9) все
аналогично. Уравнение (14) является условием совместно-
сти

∂U

∂z̄
− ∂V

∂z
+ [U, V ] = 0 (26)

для переопределенной системы уравнений

∂Ψ

∂z
= U(z, z̄)Ψ,

∂Ψ

∂z̄
= V (z, z̄)Ψ,

Ψ =

(
Ψ1

j1Ψ2

)
, (27)

где
U = v1h+ w1e, V = v2h+ w2f . (28)

Здесь vi, wi — функции от z и z̄ соответственно u =
ln(−4w1w2), h, e, f — генераторы алгебры sl(2, j1)

e =

(
0 j1

R
0 0

)
, f =

(
0 0
j1
R

0

)
,

h =

(
1 0
0 −1

)
, (29)

коммутационные соотношения между которыми имеют вид

[e, f ] = Kh, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f . (30)

КривизнаK , которую можно интерпретировать как посто-
янную взаимодействия в (14), играет роль параметра кон-
тракции алгебры Ли sl(2) (30). При K = 0 (j1 = ι1) ал-
гебра Ли sl(2) переходит в алгебру Ли группы движений
плоскости, а уравнение Лиувилля — в двумерное уравне-
ние Лапласа вида (5) [9, 10], решения которого хорошо из-
вестны

ϕ(z, z̄) = f(z) + g(z̄). (31)

Система (27) и условие совместности (26) допускают
естественную геометрическую интерпретацию [16]. U и V
можно рассматривать как локальные коэффициенты связ-
ности в тривиальном расслоенииC×C2, гдеC играет роль
базы, а Ψ лежит в слое C2. При этом векторΨ ковариант-
но постоянен, а связность (U, V ) имеет нулевую кривизну.
Когда параметр j1 равен дуальному числу, в слое Ψ есть
выделенное направление.

52
Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»
www.izvestia.komisc.ru



Представление уравнения Лиувилля в виде условия
(26) справедливо для целого класса калибровочно экви-
валентных связностей U и V

U → ∂G

∂z
G−1 +GUG−1,

V → ∂G

∂z̄
G−1 +GV G−1 (32)

и означает существование бесконечного набора интегра-
лов движения — законов сохранения [16]. Наличие инте-
гралаW (z) (21), не зависящего от кривизныK , позволяет
написать равенство [9]

uzz −
1

2
u2z = ϕzz −

1

2
ϕ2
z, (33)

которое и является преобразованием Бэклунда, связыва-
ющим решение уравнения Лиувилля u с решением уравне-
ния Лапласа ϕ. В эквивалентном виде его можно предста-
вить как

∂

∂z

(
e−ϕ

∂

∂z
e

1
2 (ϕ−u)

)
= 0, (34)

проинтегрировать и получить решение вида (2) [9]

eu =
4fzgz̄

(1 +Kfg)
2 , (35)

где f и g—произвольныефункции от z и z̄ соответственно.
Таким образом, решения уравнения Лапласа, которое полу-
чается при j1 = ι1 и контракции sl(2), позволяют строить
решения уравнения (14).

Пользуясь калибровочными преобразованиями (32)
связностей U и V , выберем функции vi и wi в виде

v1 = −uz
2
, w1 = −a

2
, v2 = 0, w2 =

eu

2a
, (36)

где a — произвольный параметр, и распишем подробнее
систему уравнений (27)

2
∂

∂z
Ψ1 = −uzΨ1 −

j21a

R
Ψ2,

2
∂

∂z
Ψ2 = uzΨ2,
∂

∂z̄
Ψ1 = 0,

∂

∂z̄
Ψ2 =

eu

2aR
Ψ1.

(37)

Продифференцировав первое равенство первой системы
по z, получим для функцииΨ1 уравнение типа (24)

∂2

∂z2
Ψ1 +

1

2

(
uzz −

1

2
u2z

)
Ψ1 = 0. (38)

Дифференцируя (38) по z̄ можно еще раз убедиться в том,
чтоW (z) (21) является интегралом движения и не зависит

от z̄ и кривизны K . Обозначая η = ln
Ψ2

Ψ1

и вводя функ-

цию ϕ = u− 2η, можно переписать системы (37) в виде
∂

∂z
(ϕ− u) =

aj21
R

e
1
2 (u+ϕ),

∂

∂z̄
(ϕ+ u) =

1

aR
e

1
2 (u−ϕ),

(39)

которая является преобразованием Бэклунда и связыва-
ет решения u(z, z̄) уравнения Лиувилля (14) и решения
ϕ(z, z̄) уравнения Лапласа (31). В работе [15] было отме-
чено, что в такой записи уравнения нулевой кривизны при-
обретают более симметричную форму, и выявляется их до-
полнительная структура, которая говорит о том, что с ними
ассоциируются две алгебры Ли — одна, отвечающая урав-
нению Лиувилля, и другая, отвечающая уравнению Ла-
пласа. Используя представления (29), (30), мы описываем
две алгебры: исходную и контрактированную, действую-
щие в двух разных двумерных комплексных пространствах
Ψ (27), одно из которых имеет выделенное направление,
описываемое дуальным числом. Эта же конструкция для
внутреннего пространства лептонов и кварков в электро-
слабой модели использовалась в [12]. Инвариант (33) со-
храняется в обоих пространствах.

Переход к переменной проективного типа η позволя-
ет дать интерпретацию и на языке проективной геометрии.
В этом случае имеем два проективных пространства CP 1,
на одном из которых введен абсолют RP 1.

Связности U и V можно представить в виде

U = gzg
−1, V = gz̄g

−1,

g =

(
A j1B
j1C D

)
. (40)

Воспользовавшись (32) и (36) и расписывая уравнения

gz = Ug, gz̄ = V g, (41)

имеем

2
∂

∂z
A = −uzA− a

j21
R
C,

2
∂

∂z
C = uzC,

2
∂

∂z
B = −uzB − a

R
D,

2
∂

∂z
D = uzD,

∂

∂z̄
A = 0,

2
∂

∂z̄
C =

eu

aR
A,

∂

∂z̄
B = 0,

∂

∂z̄
D =

j21e
u

aR
B.

(42)

Эти уравнения имеют такой же вид, как и (37). Легко
выводится, что отношения A/B и C/D не зависят от z и
z̄ соответственно и являются функциями, с помощью кото-
рых строится решение (35) [23]. Так же, как и в (37), неслож-
но получить интеграл движения W (z) и преобразования
Бэклунда.

Преобразования Бэклунда и связанные с ними кон-
тракции алгебры Ли можно сопоставить с обычной теорией
возмущений [9], отождествляя постоянную взаимодействия
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K с параметром контракции алгебры sl(2). Решим уравне-
ние (1), разлагая u в ряд по параметруK

u(x, y) = Φ0(x, t) +KΦ1(x, y) +K2Φ2(x, y) + . . . .

Уравнения для Φi имеют вид [17]

(Φ0)xy = 0, (Φ1)xy = −1

2
eΦ0 ,

(Φ2)xy = −1

2

(
eΦ0+Φ1 − eΦ0

)
,

(Φ3)xy = −1

2

(
eΦ0+Φ1+Φ2 − eΦ0+Φ1

)
, . . . .

Интегрируя эти уравнения, получаем ряд теории возму-
щений, члены которого являются функциями от решения
уравнения Лапласа.

Заключение
Мы использовали представление нулевой кривизны

и ввели определенным образом параметр j1. Значению
j1 = 1 соответствуют уравнение Лиувилля, алгебра Ли
sl(2) и слой C2 для вектор-функции Ψ. При j1 = ι1 по-
лучаем уравнение Лапласа, алгебру Ли e(2) и слойC2(ι1),
в котором есть выделенное направление. Интеграл движе-
ния, который не зависит от этого параметра, связывает ре-
шения уравнения Лиувилля и Лапласа и является преоб-
разованием Бэклунда.

Таким образом, алгебраический вариант контракции
sl(2) позволяет, находясь в рамках представления матри-
цами 2× 2, единым образом описать уравнения Лиувилля
и Лапласа для представления нулевой кривизны и связать
их решения посредством преобразования Бэклунда. Этот
метод можно использовать и для исследования интегри-
руемых моделей для алгебр серийAn,Bn и т.д.
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Abstract
The classical and quantum problems of motion of two parti-
cles in a three-dimensional Lobachevsky space is formulated
with respect to center of mass with arbitrary position. The
Hamilton-Jacobi and Schrödinger equations of the problem
are formulated and their solutions are found. It is shown that
the reduced mass of the system depends on the relative dis-
tance. The classical and quantum problems of a rigid rotator
in three-dimensional sphere and Lobachevsky space are for-
mulated and solved. The dependences of the oscillation peri-
ods of the rotator on the ratio of the masses of the particles
forming it are studied for a fixed total mass in the cases of
spaces of constant curvature.

Аннотация
Классическая и квантовая задачи о движении двух частиц
в трехмерном пространстве Лобачевского сформулирова-
ны относительно центра масс с произвольным положени-
ем. Выписаны уравнения Гамильтона-Якоби и Шрёдинге-
ра задачи и найдены их решения. Показано, что приве-
денная масса системы зависит от относительного рассто-
яния. Сформулированы и решены классическая и кванто-
вая задачи жесткого ротатора в трехмерной сфере и про-
странстве Лобачевского. Исследованы зависимости пери-
одов колебаний ротатора от отношения масс образующих
его частиц при фиксированной полной массе в случаях
пространств постоянной кривизны.

Keywords:
two-body problem in non-Euclidean space, center of mass,
rigid rotator, space of constant curvature

Ключевые слова:
задача двух тел в неевклидовом пространстве, центр масс,
жесткий ротатор, пространство постоянной кривизны

Introduction
By analogy with the constructions and conclusions of

works [1, 2] and relying on the definition of the center of
mass given in works [3], we postulate its immobility in spaces
of constant curvature, in this case in the three-dimensional
Lobachevsky space, and consider the problem of two particles
with an internal interaction described by potential, depend-
ing on the separation between particles. The essence of the
statement, which replaces the formulation of the theorem on
the center of mass in the three-dimensional Euclidean space,
is that in spaces of constant curvature: Lobachevsky, on the
3-sphere and in three-dimensional elliptical space, there is
a frame of reference in which the center of mass of the sys-
tem of particles is at rest.

1. Variables of the center of mass and relative
coordinates for a system of two particles

Since the formalism used below, despite the fact that it al-
lows one to unify the description of the geometries of a num-

ber of three-dimensional and two-dimensional spaces of con-
stant curvature (and therefore convenient), is not widely used,
we are forced to present some calculations similar to those
used in [1-3]. The problems associated with the separation
of variables, including those in spaces of constant curvature,
can also be found in [4]. To formulate and solve the prob-
lem in three-dimensional Lobachevsky space, instead of bi-
quaternions defined over double numbers, biquaternions over
complex numbers will be used.

The following definition of the center of mass coordinates
of two particles with massesm1 andm2 is used

XC = i
m1X

(1) +m2X
(2)√

(m1X(1) +m2X(2))(m1X̄(1) +m2X̄(2))
.

(1)
Here the corresponding biquaternions are given over the
complex numbers, and not over the double ones, as it was
in the case with the 3-sphere [1,2].
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The three-dimensional independent coordinates of the
center of mass will be the components of the vector

qC = −i XC
X0C

= −i m1X(1) +m1X(2)

m1X
(1)
0 +m2X

(2)
0

. (2)

The coordinates of twomaterial points in the embedding four-
dimensional space will be the components of the biquater-
nions:

X(1) = iX
(1)
0 + X(1), X(2) = iX

(2)
0 + X(2), (3)

where i2 = −1. The ends of the vectors (biquaternions) lie
on the upper field of the pseudo-Euclidean space hyperboloid,
on which the real Lobachevsky space is realized. For conve-
nience, the radius of space curvature is assumed to be unity.
Then

X(1)X̄(1) = −1, X(2)X̄(2) = −1. (4)

As independent coordinates, it is convenient to use the Bel-
trami coordinates, which are components of vectors on the
sphere [5]

q(1) = −i X
(1)

X
(1)
0

, q(2) = −i X
(2)

X
(2)
0

(5)

with the law of addition (subtraction)

q” = ⟨q,±q’⟩ = q± q’± [q, q’]
1∓ (q, q’)

(6)

coinciding with the composition law of F.I. Fedorov [6]. Here,
parentheses denote the usual scalar, square brackets denote
the vector product of vectors. In variables (5), expression (2)
has the form

qC =
m1q(1)/

√
1 + (q(1))2 +m2q(2)/

√
1 + (q(2))2

m1/
√
1 + (q(1))2 +m2/

√
1 + (q(2))2

.

(7)
As noted earlier, expression (7) for the coordinates of the cen-
ter of mass coincides in form with a similar expression for
the coordinates of the center of mass in a three-dimensional
flat space, in which the expressions for constant masses
m1 and m2 are replaced by mass expressions with the de-
pendence of masses on coordinatesm1/

√
1 + (q(1))2 and

m2/
√
1 + (q(2))2.

We also note that this definition coincides with the defi-
nition given in [6], if we take into account that q2 = −th2r ,
where r is the distance between two points. As it follows from
the formula (7) (and shown in [7]), such a definition can be
generalized to an arbitrary number of particles. The biquater-
nion analogue of the relative variable for two given particles
is the operator

Y12 = −X(2)X̄(1), (8)

defined as
X(2) = Y12X

(1). (9)

Independent three-dimensional coordinates of relative mo-
tion, defined as components of the relative motion vector

qy =
Y12 − Ȳ12

Y12 + Ȳ12

=

〈
−i X

(2)

X
(2)
0

, i
X(1)

X
(1)
0

〉
=

= ⟨q(2),−q(1)⟩ = q(2) − q(1) − [q(2), q(1)]
1 + (q(1), q(2))

. (10)

Let us also introduce four-dimensional Y1 and Y2 and three-
dimensional q(1)y , q(1)y coordinates of points relative to the
center of mass, determined similarly to (8) and (9), namely

X(1) = Y1XC , X(2) = Y2XC , (11)

moreover

Y1 = −X(1)X̄C , Y2 = −X(2)X̄C . (12)

It is clear that

Y12 = Y2Ȳ1. (13)

Then for the first particle

q(1) = −i X
(1)

X
(1)
0

=

=

〈
−qy

1 + m1

m2

√
1 + q2y

,−i XC
X0C

〉
=

= ⟨q(1)y , qC⟩, (14)

and for the second one we get:

q(2) = −i X
(2)

X
(1)
0

=

=

〈
qy

1 + m2

m1

√
1 + q2y

,−i XC
X0C

〉
=

= ⟨q(2)y , qC⟩. (15)

where q(1) and q(2) are defined from Y1 and Y2 respectively.
It is easy to verify the validity of formulas (14) and (15) by di-
rect calculation. It should be noted that q(1) and q(2) are ex-
pressed in terms of relative variables qy and center of mass
variables qC .

From (13) it follows that

qy = ⟨q(2),−q(1)⟩ = ⟨q(2)y ,−q(1)y ⟩. (16)

The variables introduced satisfy the relations

XCX̄C = −1, Y12Ȳ12 = 1,

Y1Ȳ1 = 1, Y2Ȳ2 = 1. (17)
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2. Two material points on S1
3 . Non-relativistic

classical problem
The action for the problem of twomaterial points in three-

dimensional space, interacting with forces that depend only
on the relative variable, we write in the form [1-3]

W =

∫ [1
2

(
m1Ẋ

(1) ˙̄X(1)+

+m2Ẋ
(2) ˙̄X(2)

)
− V (Y12)

]
dt. (18)

Here it is immediately taken into account that the operation of
differentiation and conjugation are commuting. The dot above
the letters denotes differentiation with respect to time. Ex-
pression (18) will take a standard form if we pass to indepen-
dent variables q(1) and q(2). In this case

W =

∫ [1
2

(
m1gab(q(1))q̇(1)a q̇

(1)
b +

+m2gab(q(2))q̇(2)a q̇
(2)
b

)
− ϕ(qy)

]
dt, (19)

where

gab =
1

1 + q2

[
δab −

qaqb
1 + q2

]
(20)

is the metric tensor of the three-dimensional Lobachevsky
space in variables that are components of vectors on the
sphere. In expression (19), according to the accepted assump-
tion, we set qC = 0 and write it in spherical coordinates.
Then

W =

∫ [
1

2

(
m1ṙ

2
1 +m1 sh

2 r1
(
θ̇21 + sin2 θϕ̇2

1

)
+

+m2ṙ
2
2+m2 sh

2 r2
(
θ̇22+sin2 θϕ̇2

2

))
−U(r12)

]
dt. (21)

Replacing in (21) the coordinates of individual particles with
relative variables r, θ, ϕ in accordance with formulas (14),
(15) with qC = 0, we get the following expression for the
action

W =

∫ [
1

2

(
µ∥(r)ṙ

2+

+µ⊥(r) sh
2 r
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

))
− U(r12)

]
dt, (22)

where we have introduced the longitudinal reduced mass of
two material points

µ∥ = m1

(
m2

2 +m1m2 ch r

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 ch r

)2

+

+m2

(
m2

1 +m1m2 ch r

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 ch r

)2

(23)

and the transverse reduced mass

µ⊥ =
m1m2(m1 +m2)

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 ch r
. (24)

The Hamiltonian of the system is therefore equal to

H =
1

2

[
µ∥(r)ṙ

2+

+µ⊥(r) sh
2 r
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)]
+ U(r12). (25)

It is easy to check that the expression for the Hamilton func-
tion (25) in the flat limit r −→ 0 transforms into the Hamil-
tonian function of the plane problem for a reduced mass par-
ticle. The corresponding coefficients transform into the ex-
pression for the reduced mass

µ =
m1m2

m1 +m2

. (26)

Thus, in spaces with curvature, reduced particle masses can
be interpreted as dependent on coordinates, as it also seen
from (7) (see also [8]). The same is true for composite sys-
tems: the reduced masses are functions of the coordinates.

Taking into account the form of the Hamilton function (25)
and the following definitions of generalized momenta

pr =
∂L

∂ṙ
, pθ =

∂L

∂θ̇
, pϕ =

∂L

∂ϕ̇
, (27)

we consider the Hamilton-Jacobi equation

1

2µ∥(r)

(
∂W

∂r

)2

+
1

2µ⊥(r) sh
2 r

×

×

[(
∂W

∂θ

)2

+
1

sin2 θ

(
∂W

∂ϕ

)2]
+ U(r) +

∂W

∂t
= 0.

(28)
The last equation allows separation of variables

W = −Et+Wr(r) +Wθ(θ) +Wϕ(ϕ), (29)

and decomposes into the following equations

∂W

∂ϕ
=Mϕ, (30)

(∂W
∂θ

)2
+

M2
ϕ

sin2 θ
=M2, (31)

(∂W
∂r

)2
+
µ∥(r)

µ⊥(r)

M2

sh2 r
= 2µ∥(r)(E − U(r)). (32)

These equations are easily integrated. Wherein

Wϕ =Mϕϕ, (33)

Wθ =

∫ √
M2 −

M2
ϕ

sin2 θ
dθ, (34)

Wr =

∫ √
2µ∥[E − U(r)]−

µ∥

µ⊥

M2

sh2 r
dr. (35)

Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»

www.izvestia.komisc.ru
59



Substituting the last expressions into (29) and differentiating
with respect to constants, we obtain equations for the particle
trajectory

∂W

∂Mϕ

= ϕ1 − ϕ2−

−
∫ θ2

θ1

Mϕ

sin2 θ

√
M2 − M2

ϕ

sin2 θ

dθ = 0, (36)

∂W

∂M
=

∫ θ2

θ1

Mdθ√
M2 − M2

ϕ

sin2 θ

−

−
∫ r2

r1

µ∥(r)

µ⊥(r)

Mdr

sh2 r
√
2µ∥[E − U(r)]− µ∥

µ⊥
M2

sh2 r

. (37)

The law of motion is given by the expression

∂W

∂E
= t2 − t1−

−
∫ r2

r1

µ∥(r)dr√
2µ∥[E − U(r)]− µ∥

µ⊥
M2

sh2 r

. (38)

3. Schrödinger equation for two material points
in Lobachevsky space

The general formula for the classical kinetic energy of any
system is

Tcl =
1

2

∑
i,j

gij(q)q̇iq̇j , (39)

where q̇i – generalized speeds, gij(q) – generalized masses.
The corresponding operator in quantum mechanics is

Tq =
−ℏ2

2
∆BL, (40)

where ∆BL – the Laplace-Beltrami operator, which can be
obtained from the general expression

∆BL =
1
√
g

∂

∂qi

[
√
ggij

∂

∂qj

]
. (41)

Since in our case the kinetic energy expression can be seen
from (22), the Laplace-Beltrami operator has the form

∆BL =
1

µ⊥
√
µ∥ sh

2 r

∂

∂r

[
µ⊥ sh2 r
√
µ∥

∂

∂r

]
+

+
1

µ⊥ sh2 r
∆θϕ, (42)

where

∆θϕ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (43)

Accordingly, the Schrödinger equation becomes

i
∂ψ

∂t
= Hψ, (44)

where the Hamiltonian is

H = −1

2
∆LB + U(r). (45)

It is clear that the equation we have allows the separation of
variables

ψ = R(r)Y m
l (θ, ϕ), (46)

where Y m
l (θ, ϕ) are the spherical functions satisfying the

equation
∆θϕY

m
l (θ, ϕ) =

∆θϕY
m
l (θ, ϕ) = −l(l + 1)Y m

l (θ, ϕ) (47)

for l = 0, 1, 2, . . . and the radial part of the wave function
is the solution for the equation

d2R

dr2
+

√
µ∥

µ⊥ sh2 r

d

dr

[
µ⊥ sh2 r
√
µ∥

]
dR

dr
+

+

(
2µ∥(E − U)−

µ∥l(l + 1)

µ⊥ sh2 r

)
R = 0. (48)

4. A particular problem of a rigid rotator in
spaces with constant curvature

As we know, in the case of a constant relative distance
between two points, a mechanical system is obtained, which
is called a rigid rotator. Despite the apparent simplicity, this
model for a flat space, both classical and quantum mechan-
ical [9], find interesting applications, including in the theory
of molecules and nuclear physics. From the approach devel-
oped above, as well as in accordance with works [1-3, 9], it
follows that in spaces of constant curvature, a rigid rotator
has features associated with the dependence of the reduced
mass on the distance between points. These features are ex-
plored below. By formulas (21), (25) and the corresponding
formulas in [2,3], the Lagrange function of a rigid rotator in
three spaces: in the Lobachevsky space, on the 3-sphere and
in the Euclidean space has the form

L = A
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
, (49)

where the quantity A has the following expressions in the
three spaces under consideration, respectively

Alob =
1

2
R2µ⊥lob sh

2 r0
R
,

Asph =
1

2
R2µ⊥sph sin

2 r0
R
,

Aflat =
1

2
µflatr

2
0, (50)

where

µ⊥lob =
m1m2(m1 +m2)

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 ch(r0/R)
, (51)

µ⊥sph =
m1m2(m1 +m2)

m2
1 +m2

2 + 2m1m2 cos(r0/R)
, (52)

µflat =
m1m2

m1 +m2

. (53)
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Solutions for the corresponding Hamilton-Jacobi equation
in the case of a rigid rotator have the form

θ = arccos

(√
1− M2

4AE
cos

(√
E

A
t

))
, (54)

ϕ = arctg

(√
4AE

M
tg

(√
E

A
t

))
. (55)

It follows from the last formulas that the period of oscillations
T ∼

√
A. Let us analyze how the period of oscillations de-

pends on the ratio of the masses of particles (with a constant
total mass). Denote the mass ratio β = m1/m2 . Then

Alob =
mR2

2
sh2

(
r0
R

β

β2 + 1 + 2β ch(r0/R)

)
, (56)

Asph =
mR2

2
sin2

(
r0
R

β

β2 + 1 + 2β cos(r0/R)

)
,

(57)

A♭ =
mr20
2

β

(1 + β)2
. (58)

If we fix the values of the constants E = 1,M = 1 then
from the condition 1 − M2

4AE
> 0 it follows that A > 1/4

and therefore, for the solutions to make sense, the mass ratio
cannot be arbitrary. Let’s take the values R = 2.5, r0 =
2,m = 1. Then the condition A > 1/4 for three spaces
leads to the following restrictions on the mass ratio of the
particles of a rigid rotator

Alob > 1/4 : 0.142 < β < 7.04; (59)

Asph > 1/4 : 0.207 < β < 4.83; (60)

Aflat > 1/4 : 0.172 < β < 5.83; (61)

We construct graphs of dependence of periods of oscillations
on the ratio of masses in the range 0.21 < β < 4.8. Fig-
ure 1 shows that the period of rotation of a rigid rotator, and
hence the magnitude of the angular momentum, depends on
the radius of space curvatureR.

Figure 1. Graphs of rotation period on the ratio of the masses of the con-
stituent particles at a fixed total mass of the rotator. Top graph – Lobachevsky
space, average – flat space, bottom – 3-sphere.
Рисунок 1. Графики периода вращения в зависимости от отношения масс
составляющих частиц при фиксированной общей массе ротатора. Верх-
ний график – пространство Лобачевского, средний – плоское простран-
ство, нижний – трехмерная сфера.

For the equal distances between thematerial points of the
rotator and equal radius of the curvature for the Lobachevsky
and 3-sphere spaces, the rotation periods are maximum for

the Lobachevsky space, minimum for the 3-sphere. The cor-
responding curve for flat space lies between the two men-
tioned curves, with each of them tending to the flat space
curve atR −→ ∞. All three curves are similar.

In the quantum case, the Hamiltonian operator of such
a system has the form

H =
ℏ2

2I
∆θ,ϕ, (62)

where the moment of inertia of the system is

Ilob = 2mR2 sh2 r0
2R

, Iflat =
mr20
2
,

Isph = 2mR2 sin2 r0
2R

. (63)

The Schrödinger equationHψ = Eψ gives the energy levels
of the rigid rotator

El =
ℏ2

2I
l(l + 1), (64)

and the eigenfunctions of the Hamilton operator are equal to
the spherical functions for all three spaces ψ = Y m

l (θ, ϕ).
The levels are degenerate, since each value of the orbital
quantum number corresponds to 2l + 1 magnetic number
values. Figure 2 shows energy levels for quantum rotator in
the spaces under consideration (we set hereR = 2.5, r0 =
2,m = 1).

Figure 2. Energy levels for rigid rotator in spaces of constant curvature. Top
point – 3-sphere, average – flat space, bottom – Lobachevsky space.
Рисунок 2. Уровни энергии для жесткого ротатора в пространствах посто-
янной кривизны. Верхняя точка – трехмерная сфера, средняя – плоское
пространство, нижняя – пространство Лобачевского.

Conclusion
The paper solves the classical and quantum problems of

motion of two particles in three-dimensional Lobachevsky
space, relative to the center of mass. The Hamilton-Jacobi
equation of the problem is formulated and its solutions are
found. The corresponding Schrödinger equation allows the
separation of radial and angular variables. It is shown that the
reducedmasses of the system depend on the relative distance
between the particles. The classical and quantum problems
of a rigid rotator in three-dimensional Lobachevsky space are
formulated and solved. The dependences of the rotator oscil-
lation period on the ratio of the masses of the forming par-
ticles at a fixed distance between them and fixed total mass
are obtained for three cases: Lobachevsky space, 3-sphere
and three-dimensional Euclidean space.
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Аннотация
В работе исследуется безмассовое поле Штюкельберга.
Среди 11 компонент полевой функции антисимметричный
тензор представляет компоненты, меняющиеся при калиб-
ровочных преобразованиях, а скаляр и вектор соответ-
ствуют физически наблюдаемым величинам. Показано, что
в декартовых координатах система уравнений Штюкель-
берга допускает существование пяти линейно независи-
мых решений, описывающих разные состояния частицы.
Получено выражение для тензора энергии-импульса без-
массового поля Штюкельберга. Этот тензор вычисляется
для произвольной линейной комбинации пяти найденных
решений. Выделены четыре комбинации из пяти решений,
которые не дают вклада в тензор энергии-импульса. Су-
ществует только одно решение, соответствующее ненуле-
вому тензору энергии-импульса. Оно описывает физиче-
ски наблюдаемые состояния безмассового поля Штюкель-
берга со структурой плоской волны.

Abstract
In the paper we examine the massless Stueckelberg field.
Among the eleven field function components, the antisym-
metric tensor represents the gauge variables, whereas the
scalar and vector correspond to physically observable quan-
tities. It is shown that in Cartesian coordinates the Stueckel-
berg equations permit the existence of five independent solu-
tions which describe the different states of the field. We have
derived an expression for the energy-momentum tensor of
the massless Stueckelberg field. We find its explicit form for
arbitrary linear combination of five established solutions. We
have found four combinations of five solutions which do not
contribute to energy-momentum tensor, therefore they cor-
respond to purely gauge states. There exists only one solution
which corresponds to nonvanishing energy-momentum ten-
sor, it relates to physically observable states of the massless
Stueckelberg field.

Ключевые слова:
безмассовое поле Штюкельберга, декартовые координа-
ты, точные решения, тензор энергии-импульса, калибро-
вочные решения

Keywords:
massless Stueckelberg field, Cartesian coordinates, exact so-
lutions, energy-momentum tensor, gauge solutions

Введение
В работе исследована система 11 уравнений, описыва-

ющих безмассовое поле Штюкельберга [1–8]. Показано, что
в декартовых координатах эти уравнения допускают суще-
ствование пяти линейно независимых решений, описыва-
ющих разные состояния частицы. Они найдены в явном ви-
де.

Среди 11 компонент полевой функции Штюкельберга
антисимметричный тензор представляет калибровочные

переменные, а скаляр и вектор соответствуют физически
наблюдаемым величинам. Для того, чтобы в явном виде
выделить решения, соответствующие физически наблю-
даемым состояниям, исследуется выражение для тензора
энергии-импульса поля Штюкельберга. Этот тензор вычис-
ляется для произвольной линейной комбинации пяти ре-
шений. Выделены четыре линейно независимые комбина-
ции этих решений, которые не дают вклада в тензор энер-
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гии-импульса. Найдена одна независимая комбинация ре-
шений, соответствующая ненулевому тензору энергии-им-
пульса. Она описывает физически наблюдаемое состояние
безмассового поля Штюкельберга со структурой плоской
волны.

1. Декартовые координаты
Рассмотрим систему безмассовых уравнений Штюкель-

берга в декартовых координатах [7–10]:

∂aΨa = 0, ∂aΨ+ ∂bΨab = Ψa,

∂aΨb − ∂bΨa = 0. (1)

Как и должно быть, в системе уравнений отсутствует пара-
метр с размерностью обратной длины (иначе, массы). Раз-
мерности компонент такие:[

1

L
Ψ

]
=

[
1

L
Ψab

]
= [Ψa].

Перейдем к матричной форме представления уравнений
(1). В качестве полевой функции будем использовать 11-
мерный столбец

Φ = (Ψ;Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3; Ψ01,Ψ02,Ψ03,

Ψ23,Ψ31,Ψ12)
t = (H,H1,H2)

t. (2)

Здесь и далее t обозначает транспонирование. Систему
уравнений (1) можно записать в блочной форме:

Ga∂aH1 = 0, ∆a∂aH +Ka∂aH2 −H1 = 0,

La∂aH1 = 0 (3)

или

(Γa∂a − P )Φ = 0, Γa =

 0 Ga 0
∆a 0 Ka

0 La 0

 ,

P =

0 0 0
0 I4×4 0
0 0 0

 , Φ =

H
H1

H2

 . (4)

Приведем явный вид всех матричных блоков:

G0 = (1, 0, 0, 0), G1 = (0,−1, 0, 0),

G2 = (0, 0,−1, 0), G3 = (0, 0, 0,−1),

∆0 = (1, 0, 0, 0)t, ∆1 = (0, 1, 0, 0)t,

∆2 = (0, 0, 1, 0)t, ∆3 = (0, 0, 0, 1)t,

K0 =

 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0

 ,

K1 =

−1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0

 ,

K2 =

0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 ,

K3 =

0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

L0 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

L1 =


−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ,

L2 =


0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 ,

L3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

Будем искать решения в виде плоских волн:

Ψ = fK(x), Ψa = faK(x), Ψab = fabK(x),

K(x) = e−iϵx
0

e−ik1x
1

e−ik2x
2

e−ik3x
3

,

k⃗ = (k1, k2, k3). (5)

В уравнениях используем замены ∂a ⇒ −ika, a =
0, 1, 2, 3, k0 = k0 = ϵ. Уравнение (4) удобно представ-
лять в блочной форме

(−iG0k0 − iG1k1 − iG2k2 − iG3k3)H1 = 0,

(−i∆0k0 − i∆1k1 − i∆2k2 − i∆3k3)H+

+(−iK0k0 − iK1k1 − iK2k2 − iK3k3)H2 −H1 = 0,

(−iL0k0 − iL1k1 − iL2k2 − iL3k3)H1 = 0,

H = f, H1 = (f0, f1, f2, f3)
t, H2 = (Ej , Bj)

t. (6)

Из системы (6) находим алгебраическую систему

−ik0f0 + ik1f1 + ik2f2 + ik3f3 = 0;

−k0f + if0 + k1E1 + k2E2 + k3E3 = 0,
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k1f − if1 − k0E1 + k3B2 − k2B3 = 0,

−k2f + if2 + k0E2 + k3B1 − k1B3 = 0,

k3f − if3 − k0E3 + k2B1 − k1B2 = 0;

k1f0 − k0f1 = 0, k2f0 − k0f2 = 0,

k3f0 − k0f3 = 0, k3f2 − k2f3 = 0,

−k3f1 + k1f3 = 0, k2f1 − k1f2 = 0. (7)

Эту систему уравнений можно представить в матричном
видеAΦ = 0, где столбец Φ задается так:

Φ = (f, f0, f1, f2, f3, E1, E2, E3, B1, B2, B3)
t.

Ранг матрицы A равен 8, а с учетом условия k0 =√
k21 + k22 + k23 ранг становится равен 6. Убирая четыре

нижние строки, убеждаемся, что ранг остается неизмен-
ным. В результате получаем неоднородную систему

0 −k0 k1 k2 0 0
−k0 i 0 0 k1 k2
k1 0 −i 0 −k0 0
−k2 0 0 i 0 k0
0 k1 −k0 0 0 0
0 k2 0 −k0 0 0




f
f0
f1
f2
E1

E2

 =

= −(k3, 0, 0, 0, 0, 0)
tf3 − (0, k3, 0, 0, 0, 0)

tE3−

−(0, 0, 0, k3, 0, 0)
tB1− (8)

−(0, 0, k3, 0, 0, 0)
tB2 − (0, 0,−k2,−k1, 0, 0)tB3.

Детерминант матрицы слева ненулевой: detA6×6 =
k43(k

2
1 + k22 + k23). Находим пять независимых решений

(приводим их сразу в 11-мерной форме):

Ψ1 = (i
1

k3
,
k0
k3
,
k1
k3
,
k2
k3
, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)tf3,

Ψ2 = (
k0
k3
, 0, 0, 0, 0,

k1
k3
,
k2
k3
, 1, 0, 0, 0)tE3,

Ψ3 =
(
−k2
k3
, 0, 0, 0, 0,−k1k2

k3k0
,−k

2
2 + k23
k3k0

,

0, 1, 0, 0
)t
B1,

Ψ4 =
(k1
k3
, 0, 0, 0, 0,

k21 + k23
k3k0

,
k1k2
k3k0

,

0, 0, 1, 0,
)t
B2,

Ψ5 = (0, 0, 0, 0, 0,−k2
k0
,
k1
k0
, 0, 0, 0, 1)tB3. (9)

Эти пять решений фиксируются с точностью до произволь-
ных множителей. При этом нужно учитывать, что размер-
ности 11 компонент должны подчиняться правилу [f ] =
[Ei, Bi] = [Lfa]. Чтобы удовлетворить ему, можно вы-
брать свободные параметры так:

f3 = k0, E3 = 1, B1 = B2 = B3 = 1.

В результате получаем

Ψ1 = (i
k0
k3
,
k20
k3
,
k0k1
k3

,
k0k2
k3

, k0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
t,

Ψ2 = (
k0
k3
, 0, 0, 0, 0,

k1
k3
,
k2
k3
, 1, 0, 0, 0)t,

Ψ3 =
(
−k2
k3
, 0, 0, 0, 0,−k1k2

k3k0
,−k

2
2 + k23
k3k0

, 1, 0, 0
)t
,

Ψ4 =
(k1
k3
, 0, 0, 0, 0,

k21 + k23
k3k0

,
k1k2
k3k0

, 0, 0, 1, 0
)t
,

Ψ5 = (0, 0, 0, 0, 0,−k2
k0
,
k1
k0
, 0, 0, 0, 1)t. (10)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что это
действительно пять решений исходной системы (7). Необ-
ходимо выяснить, какие решения являются калибровочны-
ми, а какие — физически наблюдаемыми. Для этого в сле-
дующем разделе построим выражение для тензора энер-
гии–импульса безмассового поля Штюкельберга.

2. Тензор энергии-импульса, калибровочные
решения

Обратимся к выделению из всех решений калибро-
вочных. Такие калибровочные решения не должны давать
вклада в тензор энергии-импульса поля. Потребуется мат-
рица инвариантной билинейной формы. Она должна удо-
влетворять соотношениям [6,7]:

η−1(Γa)†η = Γa, Γ̃aη = ηΓa,

η =

a 0 0
0 B4×4 0
0 0 C6×6

 . (11)

Отсюда получаем уравнения для блоков

G̃aa = B∆a, ∆̃aB = aGa,

L̃aC = BKa, K̃aB = CLa.

Учитывая выражения для инвариантов вектора и тензора:
ΨaΨa = inv, ΨmnΨmn = inv, матрицыB иC ищем в ви-
де

B4×4 = b

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

C6×6 = c


−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 . (12)

После простых вычислений находим связь между парамет-
рами: a = b = −c. Для определенности пусть a = 1.
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Найдем тензор энергии-импульса для безмассового
поля Штюкельберга. Для этого рассмотрим величину (см.
[6,7]):

T ab = Φ†ηΓa∂bΦ− δabΨ
†ηPΨ =

= H†aGa∂bH1 +H†
1B(∆a∂bH +Ka∂bH2)+

+H†
2CL

a∂bH1 − δabH
†
1BH1. (13)

Отсюда, c учетом подстановки для решений в виде плоских
волн, получаем

T ab(x) = −i
[
H†AGakbH1 +H†

1B(∆akbH+

+KakbH2) +H†
2CL

akbH1

]
− δabH

†
1BH1. (14)

Вычисляя этот тензор для пяти независимых решений,
убеждаемся, что в каждом случае он обращается в нуль.

Составим произвольную линейную комбинацию пяти
решений (10):

Ψ = a1Ψ1 + a2Ψ2 + a3Ψ3 + a4Ψ4 + a5Ψ5 =

=



(a2 + ia1)k0 + a4k1 − a3k2
k3
a1k

2
0

k3
a1k1k0
k3

a1k2k0
k3
a1k0

a2k0k1 − a3k2k1 − a5k2k3 + a4(k
2
1 + k23)

k3k0
a2k0k2 + a4k1k2 + a5k1k3 − a3(k

2
2 + k23)

k3k0
a2
a3
a4
a5



.

(15)
После выполнения необходимых вычислений находим вы-
ражение для тензора энергии-ипмульса, соответствующее
линейной суперпозиции пяти решений. С использованием
обозначений

aibj + biaj = aia
∗
j + a∗i aj =

= 2Reaia
∗
j = rij , r∗ij = rij

этот тензор представляем в следующем виде:

T = (T ab) =

T
0
0 T 0

1 T 0
2 T 0

3

T 1
0 T 1

1 T 1
2 T 1

3

T 2
0 T 2

1 T 2
2 T 2

3

T 3
0 T 3

1 T 3
2 T 3

3

 = 2ik0×

×



−r41k
2
0k1

k23
+
r31k

2
0k2

k23
− r21k

3
0

k23
r21k

2
0k1

k23
+
r41k0k

2
1

k23
− r31k0k1k2

k23
r21k

2
0k2

k23
− r31k0k

2
2

k23
+
r41k0k1k2

k23
r21k

2
0

k3
+
r41k0k1
k3

− r31k0k2
k3

−r21k1k
2
0

k23
− r41k

2
1k0

k23
+
r31k1k2k0

k23
r41k

3
1

k23
+
r21k0k

2
1

k23
− r31k2k

2
1

k23
r41k2k

2
1

k23
+
r21k2k0k1

k23
− r31k

2
2k1

k23
r41k

2
1

k3
+
r21k0k1
k3

− r31k2k1
k3

−r21k2k
2
0

k23
+
r31k

2
2k0

k23
− r41k1k2k0

k23
r41k2k

2
1

k23
+
r21k2k0k1

k23
− r31k

2
2k1

k23

−r31k
3
2

k23
+
r21k0k

2
2

k23
+
r41k1k

2
2

k23

−r31k
2
2

k3
+
r21k0k2
k3

+
r41k1k2
k3

−r21k
2
0

k3
− r41k1k0

k3
+
r31k2k0
k3

r41k
2
1

k3
+
r21k0k1
k3

− r31k2k1
k3

−r31k
2
2

k3
+
r21k0k2
k3

+
r41k1k2
k3

r41k1 − r31k2 + r21k0


.

Тензор с нижними индексами (Tcb) отличается от (T ab)
умножением строк с номерами 2–4 на−1. Этот тензор сим-
метричный с нулевым следом (убираем несущественный
множитель 2ik0):

T aa =
1

k23

(
−r21k0 + r31k2 − r41k1

)
×

× (k20 − k21 − k22 − k23) = 0. (16)

Напомним, что k0 =
√
k21 + k22 + k23 . Если ввести обозна-

чениеφ = −r21k0+r31k2−r41k1, то найденное выраже-
ние для тензора энергии-импульса можно записать короче
(общий множитель k23 в знаменателях опускаем)

Tcb = φ

 k20 k0k1 k0k2 k0k3
k0k1 k21 k1k2 k1k3
k0k2 k1k2 k22 k2k3
k0k3 k1k3 k2k3 k23

 . (17)

Напомним равенства (коэффициент 2 при φ убираем)

Ψ = a1Ψ1 + a2Ψ2 + a3Ψ3 + a4Ψ4 + a5Ψ5,

φ = −Rea2a∗1k0 +Rea3a
∗
1k2 −Rea4a

∗
1k1. (18)
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Дальше будем использовать обозначения

a∗1a2 = β2, a
∗
1a3 = β3, a

∗
1a4 = β4,

φ = Re[−β2k0 + β3k2 − β4k1].

Возможны следующие варианты:

T ̸= 0, φ ̸= 0; T = 0, φ = 0, (19)

a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 0, a5 ̸= 0;

a1 = 1, a2 ̸= 0, a3 ̸= 0, a4 ̸= 0, a5 = 0; (20)

Re[−β2k0 + β3k2 − β4k1] = 0, a5 = 0 (два решения).

Поскольку решения Ψ1, . . . ,Ψ5 определены с точно-
стью до произвольных комплексных множителей, то в раз-
ложениях (18) все коэффициенты a1, . . . , a5 можно счи-
тать вещественными. Тогда вместо (18) получаем

Ψ = a1Ψ1 + a2Ψ2 + a3Ψ3 + a4Ψ4 + a5Ψ5, (21)

φ = a1(−k0a2 + k2a3 − k1a4).

Сначала рассмотрим состояния с нулевым тензором
энергии-импульса. Первое решение такое:

Φ1, T = 0,

a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 0, a5 = 1. (22)

Еще три состояния с нулевым тензором энергии-импульса
должны описываться соотношениями:

Φ2, a1 = 1, a2 =
k2
k0
, a3 = 1, a4 = 0, a5 = 0;

Φ3, a1 = 1, a2 = −k1
k0
, a3 = 0, a4 = 1, a5 = 0;

Φ4, a1 = 0, a2 =?, a3 =?, a4 =?, a5 = 0. (23)

Пока коэффициенты a2, a3, a4 , описывающие решениеΦ4,
неизвестны. Зафиксируем их так:

Φ4, a1 = 0, a2 = (k2 − k1)/k0,

a3 = 1, a4 = 1, a5 = 0.

Полученные векторы Φ2, Φ3, Φ4 можно описать матрицей
с размерностью 3× 5:

A3×5 =

0 (k2 − k1)/k0 1 1 0
1 k2/k0 1 0 0
1 −k1/k0 0 1 0

 .

Поскольку ранг этой матрицы равен 3, то векторы Φ2, Φ3,
Φ4 линейно независимы. Очевидно, что линейно незави-
симыми являются все четыре решения Φ1, Φ2, Φ3, Φ4 (их
компоненты можно представить как строки матрицы)

A4×5 =


0 0 0 0 1
0 k2−k1

k0
1 1 0

1 k2
k0

1 0 0

1 −k1
k0

0 1 0

 ∼

Φ1

Φ2

Φ3

Φ4

 . (24)

Остается зафиксировать параметры, определяющие
физическое решение Φphys с ненулевым тензором энер-
гии-импульса:

Φphys, T ̸= 0, a1 = 1,

− k0a2 + k2a3 − k1a4 ̸= 0, a5 = 0. (25)

Нужно подобрать коэффициенты a2, a3, a4 так, чтобы пять
выделенных решений (сопоставляем им матрицу A5×5)
были линейно независимы. Для этого требуем, чтобы опре-
делитель матрицы был отличен от нуля

A5×5 =


1 a2 a3 a4 0
0 0 0 0 1
0 (k2 − k1)/k0 1 1 0
1 k2/k0 1 0 0
1 −k1/k0 0 1 0

 ,

detA5×5 = −2(a2k0 − a3k2 + a4k1)

k0
̸= 0;

одно из возможных решений такое:

a2 = −1, a3 = 0, a4 = 0, RankA5×5 = 5. (26)

Таким образом, найдены пять решений, одно из которых
является физически наблюдаемым, а остальные — калиб-
ровочными:

Φphys
Φ1

Φ2

Φ3

Φ4

 =


1 −1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 k2−k1

k0
1 1 0

1 k2
k0

1 0 0

1 −k1
k0

0 1 0



Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

Ψ5

 . (27)

В явном виде эти пять решений имеют следующую струк-
туру:

Φphys = Ψ1 −Ψ2, Φ1 = Ψ5,

Φ2 =
k2 − k1
k0

Ψ2 +Ψ3 +Ψ4, (28)

Φ3 = Ψ1 +
k2
k0

Ψ2 +Ψ3, Φ4 = Ψ1 −
k1
k0

Ψ2 +Ψ4.

Приведем 11-мерный столбец, соответствующий физически
наблюдаемому состоянию (записываем его в виде строки)

Φphys =
((i− 1)k0

k3
,
k20
k3
,
k0k1
k3

,
k0k2
k3

,

k0,−
k1
k3
,−k2

k3
,−1, 0, 0, 0

)t
.

Заключение
Показано, что в декартовых координатах система урав-

нений Штюкельберга допускает существование пяти ли-
нейно независимых решений, описывающих разные состо-
яния частицы. Получено выражение для тензора энергии-
импульса этого поля. Тензор энергии-импульса вычислен
для произвольной линейной комбинации пяти найденных
решений. Выделены четыре комбинации, которым соот-
ветствует нулевой тензор энергии-импульса. Существует
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только одно решение, приводящее к ненулевому тензору
энергии-импульса. Оно описывает физически наблюдае-
мые состояния безмассового поля Штюкельберга со струк-
турой плоской волны.
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Аннотация
Безмассовое поле Штюкельберга исследуется в цилин-
дрических координатах. Полевая функция состоит из ска-
ляра, 4-вектора и антисимметричного тензора. Физически
наблюдаемыми величинами являются только скаляр и 4-
вектор. Используется матричное уравнение Штюкельбер-
га, обобщенное на произвольное риманово пространство,
в том числе и на любые криволинейные координаты про-
странства Минковского. Строятся решения этого уравне-
ния с цилиндрической симметрией, при этом диагонализи-
руются операторы энергии, третьей проекции полного уг-
лового момента и третьей проекции импульса. После раз-
деления переменных в цилиндрической системе коорди-
нат получена система из 11 дифференциальных уравне-
ний по полярной координате. Она решается с использова-
нием метода Федорова–Гронского. В соответствии с этим
методом, 11 функций выражаются через три основные.
По известной методике накладываются дифференциаль-
ные условия связи, которые совместны с полученными 11
уравнениями и позволяют преобразовать эти уравнения
в алгебраические. Эта алгебраическая система решается
стандартными методами. В результате найдены пять неза-
висимых решений. Вопрос об устранении калибровочных
степеней свободы будет рассмотрен в отдельной работе.

Abstract
The massless Stueckelberg field is studied in cylindrical co-
ordinates. The field function consists of the scalar, 4-vec-
tor, and antisymmetric tensor. Physically observable compo-
nents are the scalar and 4-vector. We apply the Stueckelberg
tetrad-based matrix equation, generalized to arbitrary Rie-
mannian space, including any curvilinear coordinates in the
Minkowski space. We construct solutions with cylindric sym-
metry, while the operators of energy, of the third projection
of the total angular momentum, and the third projection of
the linear momentum are diagonalized. After separating the
variables we derive the system of 11 first-order differential
equations in polar coordinate. It is solved with the use of the
Fedorov–Gronskiy method. According to this method, all 11
functions are expressed through 3 main funcions. Accord-
ing to the known procedure we impose the differential con-
straints, which are consistent with the all 11 equations and
allow us to transform these equations to algebraic form. This
algebraic system is solved by standard methods. As a result,
we obtain 5 linearly independent solutions. The problem of
eliminating the gauge solutions will be studied in a separate
paper.

Ключевые слова:
безмассовое поле Штюкельберга, цилиндрическая сим-
метрия, метод проективных операторов, точные решения

Keywords:
massless Stueckelberg field, cylindrical symmetry, the
method of projective operators, exact solutions

Введение

В настоящей работе будем находить все независи-
мые точные решения обобщенного 11-мерного уравнения
Даффина–Кеммера для безмассового поля Штюкельберга
[1–8]. Система тензорных уравнений для этой частицы име-

ет в декартовых координатах следующий вид:

∂aΨa = 0, ∂aΨ+ ∂bΨab = Ψa,

∂aΨb − ∂bΨa = 0. (1)
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В качестве волновой функции будем использовать 11-
мерный столбец

Φ = (Ψ;Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3; Ψ01,Ψ02,Ψ03,

Ψ23,Ψ31,Ψ12) = (H,H1,H2). (2)

Система уравнений (1) может быть представлена в блочной
матричной форме:

DaG
aH1 = 0, ∆aDaH +KaDaH2 −H1 = 0,

DaL
aH1 = 0 (3)

или в 11-мерном виде

(DaΓ
a − P )Φ = 0, (4)

где
Φ = (H,H1,H2)

t,

Γa =

 0 Ga 0
∆a 0 Ka

0 La 0

 , P =

0 0 0
0 I4×4 0
0 0 0

 ,

G0 = (1000), G1 = (0− 100),

G2 = (00− 10), G3 = (000− 1),

∆0 = (1, 0, 0, 0)t, ∆1 = (0, 1, 0, 0)t,

∆2 = (0, 0, 1, 0)t, ∆3 = (0, 0, 0, 1)t,

K0 =

 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0

 ,

K1 =

−1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0

 ,

K2 =

0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 ,

K3 =

0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

L0 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

L1 =


−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ,

L2 =


0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 ,

L3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

Здесь и далее t обозначает транспонирование.
Уравнение (4) обобщается с использованием тетрадно-

го формализма на случай римановой геометрии простран-
ства–времени (в том числе и на использование любых кри-
волинейных координат в пространстве Минковского) в со-
ответствии со стандартной методикой [6]. Для этого при за-
данной метрике gαβ(x) нужно выбрать некоторую тетраду:

dS2 = gαβ(x)dx
αdxβ, gαβ(x) → e(a)α(x), (5)

тогда уравнение (4) должно записываться в пространстве
(5) так:[

Γα(x)

(
∂

∂xα
+Σα(x)

)
− P

]
Ψ(x) = 0. (6)

Локальные матрицы Γα(x) определяются с использова-
нием тетрады

Γα(x) = eα(a)(x)Γ
a =

=

 0 −Gaeα(a) 0

∆aeα(a) 0 Kaeα(a)
0 Laeα(a) 0

 . (7)

Связность Σα(x) задается соотношениями

Jab =

0 0 0
0 Jab1 0
0 0 Jab2

 ,

Σα(x) =
1

2
Jabeβ(a)(x)e(b)β;α(x) =

=

0 0 0
0 (Σ1)α 0
0 0 (Σ2)α

 , (8)

где
Σ1(x) =

1

2
Jab(1)e

β
(a)(x)e(b)β;α(x),

Σ2(x) =
1

2
Jab(2)e

β
(a)(x)e(b)β;α(x),

а Jab(1) и J
ab
(2) обозначают генераторы соответственно для

вектора Ψk(x) и антисимметричного тензора Ψmn(x).
Уравнение (6) записывается короче с использованием ко-
эффициентов вращения Риччи:[

Γc
(
eα(c)

∂

∂xα
+

1

2
Jabγabc

)
− P

]
Ψ(x) = 0,
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γ[ab]c = −γ[ba]c = e(b)ρ;σe
ρ
(a)e

σ
(c). (9)

1. Цилиндрические координаты, разделение
переменных

Будем рассматривать уравнение (9) в цилиндрических
координатах (r, φ, z). В работе [9] после разделения пере-
менных была получена система уравнений по переменной
r для массивной частицы Штюкельберга в магнитном поле
(аналогичный анализ в кулоновском поле был сделан в ра-
боте [10]). В статье [9] использовалась следующая подста-
новка для волновой функции в циклическом базисе (в ко-
тором генераторы J12

1 , J12
2 диагональны):

Ψ = e−iϵteimϕeikz(H,H1,H2)
t, H = h(r),

H1 = (h0(r), h1(r), h2(r), h3(r))
t,

H2 = (Ei(r), Bi(r))
t.

Из этой системы уравнений, учитывая отсутствие магнит-
ного поля и ограничения, связанные с безмассовостью ча-
стицы, получаем следующие 11 уравнений:

−iϵh0 − ikh2 +
1√
2
h′1 −

2m− 2

2
√
2r

h1−

− 1√
2
h′3 −

2m+ 2

2
√
2r

h3 = 0; (10)

−iϵh− ikE2 +
1√
2
E′

1 −
2m− 2

2
√
2r

E1−

− 1√
2
E′

3 −
2m+ 2

2
√
2r

E3 = h0,

− 1√
2
h′ − m√

2r
h+

1√
2
B′

2+

+
2m

2
√
2r
B2 − ikB3 + iϵE1 = h1,

ikh+ iϵE2 −
1√
2
B′

1 −
2m+ 2

2
√
2r

B1−

− 1√
2
B′

3 +
2m− 2

2
√
2r

B3 = h2,

1√
2
h′ − m√

2r
h+

1√
2
B′

2−

− 2m

2
√
2r
B2 + ikB1 + iϵE3 = h3; (11)

1√
2
h′0 +

2m

2
√
2r
h0 − iϵh1 = 0,

−ikh0 − iϵh2 = 0,

− 1√
2
h′0 +

2m

2
√
2r
h0 − iϵh3 = 0,

− 1√
2
h′2 +

2m

2
√
2r
h2 + ikh3 = 0,

1√
2
h′1 −

2m− 2

2
√
2r

h1 +
1√
2
h′3 +

2m+ 2

2
√
2r

h3 = 0,

−ikh1 −
1√
2
h′2 −

2m

2
√
2r
h2 = 0; (12)

переменныеE1,2,3, B1,2,3 относятся к шести компонентам
антисимметричного тензора; h, h0,1,2,3 относятся к скаля-
ру и 4-вектору. Размерности этих компонент подчиняются
правилу

[h] = 1, [Ei] = 1, [Bi] = 1,

[h0], [h1], [h2], [h3] =
1

L
. (13)

Введем сокращающие обозначения

am =
1√
2

(
d

dr
+
m

r

)
, bm =

1√
2

(
d

dr
− m

r

)
,

am+1 =
1√
2

(
d

dr
+
m+ 1

r

)
,

bm+1 =
1√
2

(
d

dr
− m+ 1

r

)
,

am−1 =
1√
2

(
d

dr
+
m− 1

r

)
,

bm−1 =
1√
2

(
d

dr
− m− 1

r

)
, (14)

тогда система уравнений примет вид

−iϵh0 − ikh2 + bm−1h1 − am+1h3 = 0; (15)

−iϵh− ikE2 + bm−1E1 − am+1E3 = h0,

−amh+ am+1B2 − ikB3 + iϵE1 = h1,

ikh+ iϵE2 − am+1B1 − bm−1B3 = h2,

bmh+ bmB2 + ikB1 + iϵE3 = h3; (16)

amh0 − iϵh1 = 0, −ikh0 − iϵh2 = 0

−bmh0 − iϵh3 = 0, −bmh2 + ikh3 = 0,

bm−1h1 + am+1h3 = 0, −ikh1 − amh2 = 0. (17)

Дальше будем использовать метод Федорова–Гронско-
го [11]. Для этого введем оператор третьей проекции спина
Y = −iJ12 (он относится к циклическому базису). Убеж-
даемся, что эта 11-мерная матрица удовлетворяет мини-
мальному уравнениюY (Y −1)(Y +1) = 0. Оно позволяет
ввести три проективных оператора с необходимыми свой-
ствами

P1 =
1

2
Y (Y − 1), P2 =

1

2
Y (Y + 1), P3 = 1− Y 2;

P 2
1 = P1, P

2
2 = P2, P

2
3 = P3, P1 + P2 + P3 = 1. (18)

Соответственно, полную волновую функцию можно разло-
жить в сумму трех частей

Ψ = Ψ1 +Ψ2 +Ψ3, Ψσ = PσΨ, σ = 1, 2, 3.
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Получаем явный вид проективных операторов

P1 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


,

P2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

P3 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Затем находим структуру проективных составляющих пол-
ной волновой функции (учитываем, что в соответствии
с методом Федорова–Гронского каждая составляющая
должна определяться только одной функцией от перемен-
ной r):

Ψ1(r) = (0, 0, h1, 0, 0, E1, 0, 0, 0, 0, B3)
tf1(r),

Ψ2(r) = (0, 0, 0, 0, h3, 0, 0, E3, B1, 0, 0)
tf2(r),

Ψ3(r) = (h, h0, 0, h2, 0, 0, E2, 0, 0, B2, 0)
tf3(r). (19)

Действуя проективными операторами на систему уравне-
ний (15)–(17), получаем три подсистемы

P1 : − amh+ amB2 − ikB3 + imE1 = h1,

amh0 − imh1 = 0, −ikh1 − amh2 = 0;

P2 : bmh+ bmB2 + ikB1 + imE3 = h3,

− bmh0 − imh3 = 0, −bmh2 + ikh3 = 0;

P3 : − imh0 − ikh2 + bm−1h1 − am+1h3 = 0,

− imh− ikE2 + bm−1E1 − am+1E3 = h0,

ikh+ imE2 − am+1B1 − bm−1B3 = h2,

− ikh0 − imh2 = 0, bm−1h1 + am+1h3 = 0.

Накладываем условия Федорова–Гронского (эти условия
позволяют преобразовать дифференциальные уравнения
в алгебраические):

P1

−amf3(r)h+ amf3(r)B2 − ikf1(r)B3+

+imf1(r)E1 = f1(r)h1 ⇒ amf3 = C1f1,

amf3(r)h0 − imf1(r)h1 = 0 ⇒ amf3 = C1f1,

−ikf1(r)h1 − amf3(r)h2 = 0 ⇒ amf3 = C1f1;

P2

bmf3(r)h+ bmf3(r)B2 + ikf2(r)B1+

+imf2(r)E3 = f2(r)h3 ⇒ bmf3 = C2f2,

−bmf3(r)h0 − imf2(r)h3 = 0 ⇒ bmf3 = C2f2,

−bmf3(r)h2 + ikf2(r)h3 = 0 ⇒ bmf3 = C2f2;

P3

−imf3(r)h0 − ikf3(r)h2 + bm−1f1(r)h1−

−bm−1f1(r)h3 = 0 ⇒ bm−1f1 = C3f3,

−imf3(r)h− ikf3(r)E2 + bm−1f1(r)E1−

−am+1f2(r)E3 = f3(r)h0 ⇒

⇒ bm−1f1 = C3f3, am+1f2 = C4f3,

ikf3(r)h+ imf3(r)E2 − am+1f2(r)B1−

−bm−1f1(r)B3 = f3(r)h2 ⇒

⇒ bm−1f1 = C3f3, am+1f2 = C4f3,

−ikf3(r)h0 − imf3(r)h2 = 0,

bm−1f1(r)h1 + am+1f2(r)h3 = 0 ⇒

⇒ bm−1f1 = C3f3, am+1f2 = C4f3.

С учетом наложенных связей получаем алгебраическую
систему уравнений

−C1h+ C1B2 − ikB3 + imE1 = h1,

C1h0 − imh1 = 0, −ikh1 − C1h2 = 0,

C2h+ C2B2 + ikB1 + imE3 = h3,

−C2h0 − imh3 = 0, −C2h2 + ikh3 = 0,

−imh0 − ikh2 + C3h1 − C3h3 = 0,

−imh− ikE2 + C3E1 − C4E3 = 0,

ikh+ imE2 − C4B1 − C3B3 = h2,

−ikh0 − imh2 = 0, C3h1 + C4h3 = 0. (20)

Соберем вместе дифференциальные условия связи

bm−1f1(r) = C3f3(r), amf3(r) = C1f1(r),

am+1f2(r) = C4f3(r), bmf3(r) = C2f2(r). (21)

Из (21) следуют уравнения второго порядка для отдельных
функций

bm−1amf3 = C1C3f3, ambm−1f1 = C1C3f1,

am+1bmf3 = C2C4f3, bmam+1f2 = C2C4f2. (22)
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Параметры в каждой паре могут быть выбраны одинаковы-
ми: C3 = C1, C4 = C2. При этом условия связи и урав-
нения принимают вид

bm−1f1(r) = C1f3, amf3 = C1f1,

am+1f2(r) = C2f3, bmf3 = C2f2;

[bm−1am − C2
1 ]f3 = 0, [ambm−1 − C2

1 ]f1 = 0,

[am+1bm − C2
2 ]f3 = 0, [bmam+1 − C2

2 ]f2 = 0. (23)

С учетом явного вида (14) операторов первого порядка по-
лученные четыре уравнения записываются так:[

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2

r2
− 2C2

1

]
f3 = 0,[

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− (m− 1)2

r2
− 2C2

1

]
f1 = 0,[

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2

r2
− 2C2

2

]
f3 = 0,[

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− (m+ 1)2

r2
− 2C2

2

]
f2 = 0.

Очевидно, должно выполняться условие 2C2
2 = 2C2

1 ≡
C2, т. е. имеем три уравнения:(

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− m2

r2
− C2

)
f3 = 0,(

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− (m− 1)2

r2
− C2

)
f1 = 0,(

d2

dr2
+

1

r

d

dr
− (m+ 1)2

r2
− C2

)
f2 = 0. (24)

Напомним, что в теории обычной безмассовой векторной
частицы также возникает уравнение вида (24):(

d2

dr2
+

1

r

d

dr
+m2 − k2 − m2

r2

)
f = 0,

z =
√
m2 − k2r, f(z) = J±m(z). (25)

Следовательно, в уравнениях (24) надо полагать

−C2 = m2 − k2 ⇒ C = i
√
m2 − k2. (26)

В новой переменной z = −iCr =
√
m2 − k2r уравнения

(24) принимают бесселевский вид:(
d2

dz2
+

1

z

d

dz
+ 1− m2

z2

)
f3 = 0, f3 = J±m(z),(

d2

dz2
+

1

z

d

dz
+ 1− (m− 1)2

z2

)
f1 = 0,

(
d2

dz2
+

1

z

d

dz
+ 1− (m+ 1)2

z2

)
f2 = 0,

f1 = J±(m−1)(z), f2 = J±(m+1)(z). (27)

2. Анализ алгебраической системы
Напомним равенства C1 = C2 = C3 = C4 = C/

√
2

и обратимся к алгебраической системе уравнений

−imh0 − ikh2 + C/
√
2h1 − C/

√
2h3 = 0,

−imh− ikE2 + C/
√
2E1 − C/

√
2E3 = h0,

−C/
√
2h+ C/

√
2B2 − ikB3 + imE1 = h1,

ikh+ imE2 − C/
√
2B1 − C/

√
2B3 = h2,

C/
√
2h+ C/

√
2B2 + ikB1 + imE3 = h3,

C/
√
2h0 − imh1 = 0, −ikh0 − imh2 = 0,

−C/
√
2h0 − imh3 = 0, −C/

√
2h2 + imh3 = 0,

C/
√
2h1+C/

√
2h3 = 0, −ikh1−C/

√
2h2 = 0. (28)

Ее можно записать в матричной формеA11×11Ψ = 0

A11×11 =



0 −im C√
2

−ik − C√
2

0 0 0 0 0 0

−im −1 0 0 0 − C√
2

−ik − C√
2

0 0 0

− C√
2

0 −1 0 0 im 0 0 0 C√
2

−ik

ik 0 0 −1 0 0 im 0 − C√
2

0 − C√
2

C√
2

0 0 0 −1 0 0 im ik C√
2

0

0 C√
2

−im 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −ik 0 −im 0 0 0 0 0 0 0
0 − C√

2
0 0 −im 0 0 0 0 0 0

0 0 0 − C√
2

ik 0 0 0 0 0 0

0 0 C√
2

0 C√
2

0 0 0 0 0 0

0 0 −ik − C√
2

0 0 0 0 0 0 0


,

Ψ = (h, h1, h2, h3, E1, E2, E3, B1, B2, B3)
t.

Убеждаемся, что определитель этой матрицы обраща-
ется тождественно в нуль при любом выборе параметраC .
Ранг матрицы равен восьми. Удаление строк с номерами
9–11 приводит к матрице A8×11 нового размера с тем же

рангом. При C = i
√
m2 − k2 ранг матрицы A8×11 равен

шести. Ранг не изменится, если убрать строки 1 и 8. В ре-
зультате приходим к шести независимым уравнениям
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−im −1 0 0 0 C√

2
−ik − C√

2
0 0 0

− C√
2

0 −1 0 0 im 0 0 0 C√
2

−ik

ik 0 0 −1 0 0 im 0 − C√
2

0 − C√
2

C√
2

0 0 0 −1 0 0 im ik C√
2

0

0 C√
2

−im 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −ik 0 −im 0 0 0 0 0 0 0

×

×(h, h0, h1, h2, h3, E1, E2, E3, B1, B2, B3)
t = 0.

Переносим вправо столбцы, отвечающие переменным
h,E3, B1, B2, B3, и приходим к неоднородной системе
уравнений с пятью свободными параметрами


−1 0 0 0 C√

2
−ik

0 −1 0 0 im 0
0 0 −1 0 0 im
0 0 0 −1 0 0
C√
2

−im 0 0 0 0

−ik 0 −im 0 0 0



h0
h1
h2
h3
E1

E2

 =

= −
(
−im,− C√

2
, ik,

C√
2
, 0, 0

)t
h−

−
(
− C√

2
, 0, 0, im, 0, 0

)t
E3−

−
(
0, 0,− C√

2
, ik, 0, 0

)t
B1−

−
(
0,

C√
2
, 0,

C√
2
, 0, 0

)t
B2−

−
(
0,−ik,− C√

2
, 0, 0, 0

)t
B3.

В результате находим пять линейно независимых решений:


h0
h1
h2
h3
E1

E2

 =



−im
− i

√
m2−k2√

2

ik
i
√
m2−k2√

2

0
0


h,


h0
h1
h2
h3
E1

E2

 =



− i
√
2m2√

m2−k2

−im
i
√
2km√

m2−k2

im
−1√
2k√

m2−k2


E3,


h0
h1
h2
h3
E1

E2

 =



−i
√
2km√

m2−k2

−ik
i
√
2k2√

m2−k2

ik
− k
m

k2+m2

√
2m

√
m2−k2


B1,


h0
h1
h2
h3
E1

E2

 =



−im
− i

√
m2−k2√

2

ik
i
√
m2−k2√

2

−
√
2
√
m2−k2
m
k
m


B2,

(h0, h1, h2, h3, E1, E2)
t =

=

(
0, 0, 0, 0,

k

m
,

√
m2 − k2√

2m

)t
B3.

Представляем найденные решения в 11-мерной форме:

Ψ1 =

(
1,−im,− i

√
m2 − k2√

2
, ik,

i
√
m2 − k2√

2
, 0, 0,

0, 0, 0, 0

)t
;

Ψ2 =

(
0,− i

√
2m2

√
m2 − k2

,−im, i
√
2km√

m2 − k2
, im,−1,

√
2k√

m2 − k2
, 1, 0, 0, 0

)t
;

Ψ3 =

(
0,− i

√
2km√

m2 − k2
,−ik, i

√
2k2√

m2 − k2
, ik,− k

m
,

k2 +m2

√
2m

√
m2 − k2

, 0, 1, 0, 0

)t
;

Ψ4 =

(
0,−im,− i

√
m2 − k2√

2
, ik,

i
√
m2 − k2√

2
,

−
√
2
√
m2 − k2

m
,
k

m
, 0, 0, 1, 0

)t
;

Ψ5 =

(
0, 0, 0, 0, 0,

k

m
,

√
m2 − k2√

2m
, 0, 0, 0, 1

)t
.
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При подстановке их в исходную систему (28) все пять ре-
шений дают нули. Следует учитывать, что эти решения най-
дены с точностью до произвольных множителей.

Заключение
Уравнение для безмассовой частицы Штюкельберга

решено в цилиндрических координатах. Полевая функция
состоит из скаляра, 4-вектора и антисимметричного тензо-
ра. Физически наблюдаемыми величинами являются ска-
ляр (переменная h) и 4-вектор (переменные h0, h1, h2,
h3); физически ненаблюдаемые переменные — компонен-
ты антисимметричного тензора (переменные Ei, Bi). Най-
дены пять линейно независимых решений. При этом сво-
бодными параметрами являются h, E3,B1,B2,B3.
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Abstract
Recently, models for a spin 1/2 particle with two (or three)
mass parameters were developed. Specific features of
these models are as follows. For corresponding two (or
three) bispinors in absence of external fields, separate Dirac-
like equations are derived, they differ in masses. How-
ever, in presence of external electromagnetic or gravitational
fields with non-vanishing Ricci scalar, the wave equation for
bispinors does not split into separated equations but makes
quite a definite mixing of two (or three) equations arises. In
the present paper, the model of a fermion with threemass pa-
rameters is studied in presence of the external uniform mag-
netics field. After performing a diagonalizing transformation,
three separate equations are obtained for particles with dif-
ferent anomalous magnetic moments. Their exact solutions
and generalized energy spectra are found.

Аннотация
Недавно были развиты модели для частицы со спином 1/2
с двумя (или тремя) массовыми параметрами. Особенно-
сти этих моделей заключаются в следующем. Для соответ-
ствующих двух (или трех) биспиноров в отсутствие внеш-
них полей выводятся отдельные уравнения дираковского
типа, различающиеся массами. Однако при наличии внеш-
них электромагнитных или гравитационных полей с нену-
левым скаляром Риччи волновое уравнение для биспино-
ров не распадается на отдельные уравнения, а возникает
связанная система из двух (или трех) уравнений. В насто-
ящей работе исследуется модель фермиона с тремя мас-
совыми параметрами в присутствии внешнего однородно-
го магнитного поля. После диагонализации матрицы сме-
шивания получаются три отдельных уравнения для частиц
с разными аномальными магнитными моментами; найдены
их точные решения и получены обобщенные энергетиче-
ские спектры.
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Introduction
In the context of existence of the similar neutrinos of dif-

ferent masses, we examine a possibility within the theory of
relativistic wave equations to describe particles with several
mass parameters. In general, existence ofmore general wave
equations than commonly used ones is well known within the
Gel’fand-Yaglom formalism – see references [1-5].

In particular, models for a spin 1/2 particle with two and
three mass parameters were developed [6–15]. Specific fea-
tures of these models are as follows. For two (or three)
bispinors, in absence of external fields separate Dirac-like
equations are derived, they differ in masses. However, in

presence of external electromagnetic field or gravitational
field with non-vanishing Ricci scalar, the wave equation for
bispinors does not split into separated equations, instead a
quite definite mixing of two (or three) equations arises. It was
shown that generalized equations for Majorana particle with
several mass parameters exist as well. Such generalized Ma-
jorana equations are not trivial if the Ricci scalar does not
vanish.

In the present paper, the model of a fermion with three
mass parameters is studied in presence of the external uni-
form magnetics field. After applying the diagonalizing trans-
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formation, three separate equations are obtained effectively
for particles with different anomalous magnetic moments.
Their exact solutions and generalized energy spectra are
found.

1. General theory in presence of electromag-
netic and gravitational fields

We start with the system of equations for a fermion with
3 mass parameters [12, 15]:

iγα(x)[∂α + Γα(x) + ieAα(x)]Φ1(x)−
−M1Φ1(x) + Y1Σ(x)Φ(x) = 0,

iγα(x)[∂α + Γα(x)ieAα(x)]Φ2(x)−
−M2Φ2(x) + Y2Σ(x)Φ(x) = 0,

iγα(x)[∂α + Γα(x) + ieAα(x)]Φ3(x)−
−M3Φ3(x) + Y3Σ(x)Φ(x) = 0, (1)

where the notations are used

Y1 =
4c3
3M

c2(λ1 − c2), i = 1, 2, 3, L = c1 +
c3√
6
,

Φ(x) = L1Φ1(x) + L2Φ2(x) + L3Φ3(x),

Σ(x) = −ieFαβσαβ(x) +
1

4
R(x),

L1 =
−L|c4|2 − L|c3|2 + c22 − c2(λ2 + λ3) + λ2λ3

Lc2c3(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
,

L2 =
−L|c4|2 − L|c3|2 + c22 − c2(λ3 + λ1) + λ3λ1

Lc2c3(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
,

L3 =
−L|c4|2 − L|c3|2 + c22 − c2(λ1 + λ2) + λ1λ2

Lc2c3(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
.

With the notation |c4| = a, |c3| = b, the mixing matrix in
the equation (1) is specified by the relations

Y1L1 =
4

3M
(λ1 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ2 + λ3) + λ2λ3

L(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
,

Y1L2 =
4

3M
(λ1 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ3 + λ1) + λ3λ1

L(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
,

Y1L3 =
4

3M
(λ1 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ1 + λ2) + λ1λ2

L(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
,

Y2L1 =
4

3M
(λ2 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ2 + λ3) + λ2λ3

L(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
,

Y2L2 =
4

3M
(λ2 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ3 + λ1) + λ3λ1

L(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
,

Y2L3 =
4

3M
(λ2 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ1 + λ2) + λ1λ2

L(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
,

Y3L1 =
4

3M
(λ3 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ2 + λ3) + λ2λ3

L(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
,

Y3L2 =
4

3M
(λ3 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ3 + λ1) + λ3λ1

L(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
,

Y3L3 =
4

3M
(λ3 − c2)×

× −L(a2 + b2) + c22 − c2(λ1 + λ2) + λ1λ2

L(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
.

We will consider eq. (1) in the cylindrical coordinates and
tetrad

dS2 = dt2 − dr2 − r2dϕ2 − dz2,

xα = (t, r, ϕ, z),

eβ(a)(x) =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1/r 0
0 0 0 1

 .

Ricci rotation coefficients are as follows: γab0 = 0, γab1 =
0, γ122 = −γ212 = 1/r, γab3 = 0. The external magnetic
field directed along the axis x3 is determined as follows

Aϕ = −1

2
Br2, F12(x) = Frϕ = −Br,

−ieFαβ(x) = −ieF12(x)γ
1(x)γ2(x) = ieBγ1γ2 =

= ieB

(
−iσ3 0
0 −iσ3

)
= eBΣ.

So, the main equation (1) takes the form (we simplify the no-
tation, eB ⇒ B )[
iγ0

∂

∂t
+ iγ1

∂

∂r
+ i

γ2

r

(
∂

∂ϕ
+ i

Br2

2

)
+ iγ3

∂

∂z

]
Φ1−

−MΦ1 +BΣY1(L1Φ1 + L2Φ2 + L3Φ3) = 0,
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[
iγ0

∂

∂t
+ iγ1

∂

∂r
+ i

γ2

r

(
∂

∂ϕ
+ i

Br2

2

)
+ iγ3

∂

∂z

]
Φ2−

−MΦ2 +BΣY2(L1Φ1 + L2Φ2 + L3Φ3) = 0,[
iγ0

∂

∂t
+ iγ1

∂

∂r
+ i

γ2

r

(
∂

∂ϕ
+ i

Br2

2

)
+ iγ3

∂

∂z

]
Φ3−

−MΦ3 +BΣY3(L1Φ1 + L2Φ2 + L3Φ3) = 0.

For three involved bispinors, we will use the following substi-
tutions

Φ1 = e−iϵteimφeikz(f1, f2, f3, f4)
t,

Φ2 = e−iϵteimφeikz(g1, g2, g3, g4)
t,

Φ3 = e−iϵteimφeikz(h1, h2, h3, h4)
t,

where ()t stands for transpose. Then the previous system
reads [

ϵγ0 + iγ1
∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ1+

+(M −M1)Φ1 +BΣY1(L1Φ1 + L2Φ2 + L3Φ3) = 0,[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ2+

+(M −M2)Φ2 +BΣY2(L1Φ1 + L2Φ2 + L3Φ3) = 0,[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ3+

+(M −M3)Φ3 +BΣY3(L1Φ1 + L2Φ2 + L3Φ3) = 0,

where

µ(r) = m+
1

2
Br2, Σ =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 .

Using the shortening notations for elements of themixingma-
trix

Zkj = (BYk)Lj = dkLj ,

we present the system as follows

∂̂Φk + ZkjΦj = 0,

∂̂ = Σ−1

[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
.

The mixing matrix should be reduced to a diagonal form by
a linear transformation

Φ = SΦ, ∂̂Φ = SZS−1Φ,

SZS−1 =

µ1 0 0
0 µ2 0
0 0 µ3

 .

As a result we get

Σ−1∂̂

Φ1

Φ2

Φ3

+

µ1 0 0
0 µ2 0
0 0 µ3

Φ1

Φ2

Φ3

 = 0,

or[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ1+µ1ΣΦ1 = 0,[

ϵγ0 + iγ1
∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ2+µ2ΣΦ2 = 0,[

ϵγ0 + iγ1
∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ3+µ3ΣΦ3 = 0.

(2)
Thus, after transformation, three separate equations are ob-
tained effectively for particles with different anomalous mag-
netic moments.

2. Solving the basic equation
Let us briefly describe the procedure for solving the basic

equation (2):

[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
σ(r)− kγ3 −M + ΓZ

]f1f2f3
f4

 = 0.

Using the spinor basis for the Dirac matrices [3, 6], we obtain
four equations

−i
(
d

dr
+ µ

)
f4 + (ϵ+ k)f3 + (Γ−M)f1 = 0,

−i
(
d

dr
− µ

)
f3 + (ϵ− k)f4 − (Γ +M)f2 = 0,

i

(
d

dr
+ µ

)
f2 + (ϵ− k)f1 + (Γ−M)f3 = 0,

i

(
d

dr
− µ

)
f1 + (ϵ+ k)f2 − (Γ +M)f4 = 0. (3)

Let
d

dr
± µ(r) = D±. Equations (3) can be considered as

two linear subsystems and their solutions are

f1 = +i
(ϵ+ k)D+f2 + (Γ−M)D+f4

(Γ−M)2 − (ϵ2 − k2)
,

f2 = +i
(ϵ− k)D−f1 − (Γ +M)D−f3

(Γ +M)2 − (ϵ2 − k2)
,

f3 = −i(Γ−M)D+f2 + (ϵ− k)D+f4
(Γ−M)2 − (ϵ2 − k2)

,

f4 = −i−(Γ +M)D−f1 + (ϵ+ k)D−f3
(Γ +M)2 − (ϵ2 − k2)

.

Eliminating the variables f1, f3 in the equations above, we
obtain

− Γ +M

Γ−M
f2+

ϵ− k

Γ−M
f4 =

D−D+f2
(Γ−M)2 − (ϵ2 − k2)

+

+
ϵ− k

Γ−M
× D−D+f4

(Γ−M)2 − (ϵ2 − k2)
, (4)
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f2 −
Γ +M

ϵ+ k
f4 =

D−D+f2
(Γ−M)2 − (ϵ2 − k2)

+

+
Γ−M

ϵ+ k
× D−D+f4

(Γ−M)2 − (ϵ2 − k2)
.

Subtract the second equation from the first equation and sub-
stitute the resulting expression for f2 into (4), so we obtain
the fourth order equation for f4:

−d
4f4
dr4

+

[
e2B2

2
r2 − eB(2m− 1)−

−2(Γ2 −M2 − k2 + ϵ2) +
2m(m+ 1)

r2

]
d2f4
dr2

+

+

[
e2B2r − 4

m(m+ 1)

r3

]
df4
dr

+

[
−e

4B4

16
r4+

+
e2B2

4

[
eB(2m− 1) + 2(Γ2 −M2 − k2 + ϵ2)

]
r2−

−eB(2m−1)(Γ2−M2−k2+ϵ2)−(Γ2+M2+k2−ϵ2)2+

+4Γ2M2 − e2B2

4
(6m2 − 2m− 1)+

+
m(m+ 1)[eB(2m− 1) + 2(Γ2 −M2 − k2 + ϵ2)]

r2
−

−m(m− 2)(m+ 3)(m+ 1)

r4

]
f4 = 0. (5)

Similarly, we can obtain the fourth order equation for the
function f2. Equations for f2 and f4 turn out to be the same.
To study the fourth order equation, we will use the factoriza-
tion method:

F̂4(r)f(r) = f̂2(r)ĝ2(r)f(r) = 0,

f̂2(r) =
d2

dr2
+ P0r

2 + P1 +
P2

r2
,

ĝ2(r) =
d2

dr2
+Q0r

2 +Q1 +
Q2

r2
.

Computing the product

F̂4 =

(
d2

dr2
+ P0r

2 + P1 +
P2

r2

)
×

×
(
d2

dr2
+Q0r

2 +Q1 +
Q2

r2

)
and equating the result to the operator (5), we find two solu-
tions for sets of numerical coefficients:

I P0 = −1

4
B2e2, P2 = −m(m+ 1),

P1 = eB

(
m− 1

2

)
+ Γ2 −M2−

− k2 + ϵ2 + 2Γ
√
ϵ2 − k2,

II Q0 = −1

4
B2e2, Q2 = −m(m+ 1),

Q1 = eB

(
m− 1

2

)
+ Γ2 −M2−

− k2 + ϵ2 − 2Γ
√
ϵ2 − k2.

The variant II differs only in sign at the parameterΓ. Thus, we
are to solve two second-order differential equations:[

d2

dr2
− B2e2r2

4
+ eB

(
m− 1

2

)
+ Γ2 −M2 − k2+

+ϵ2 + 2Γ
√
ϵ2 − k2 − m(m+ 1)

r2

]
f = 0, (6)

[
d2

dr2
− B2e2r2

4
+ eB

(
m− 1

2

)
+ Γ2 −M2 − k2+

+ϵ2 − 2Γ
√
ϵ2 − k2 − m(m+ 1)

r2

]
g = 0.

They differ only in sign at the parameter Γ. Consider the
equation (6). Let us make the change of the variable x =
eBr2/2. Solutions are constructed in the form f = xaebxF .
Taking into account the constraints a = −m/2, (m+ 1)/2
and b = −1/2, we obtain the equation for F :

x
d2F

dx2
+

(
1

2
+ 2a− x

)
dF

dx
−

− 1

4eB

[
eB(4a+1)− 4Γ

√
ϵ2 − k2 − (2m− 1)eB−

−2(Γ2 −M2 − k2 + ϵ2)
]
F = 0.

It is an equation of the confluent hypergeometric type with
parameters

γ = 2a+
1

2
,

a = − 1

4eB

[
eB(4a+1)−4Γ

√
ϵ2 − k2−(2m−1)eB−

−2(Γ2 −M2 − k2 + ϵ2)
]
.

To construct solutions corresponding to bound states, one
should use the positive values of the parameter a (for defi-
niteness, we assume that eB > 0):

a = −m
2

(m < 0); a =
m+ 1

2
> 0 (m ≥ 0).

The polynomial conditions α = −n (let ϵ2 − k2 = λ )
provides us with the quantization rule for energy values

a+
1

2
− m

2
+
M2 − Γ2

2eB
+ n =

Γ
√
λ

eB
+

λ

2eB
.

Hence, using the notationM2 + 2eB(a + 1/2 − m/2 +
n) = N, we obtain

λ = (
√
N − Γ)2 > 0. (7)
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From (7) we find the formula for the energy values

ϵ2 − k2 =

[√
M2 + 2eB

(
a+

1−m

2
+ n

)
− Γ

]2
.

Depending on the value of a , we have two expressions forN :

m < 0, a = −m
2
,

ϵ2 − k2 =
[√

M2 + 2eB(1/2−m+ n)− Γ
]2
;

m ≥ 0, a =
m+ 1

2
,

ϵ2 − k2 =
[√

M2 + 2eB(1 + n)− Γ
]2
.

Thus, we obtain two series of energies

I : λ = (
√
N − Γ)2; II : λ = (

√
N + Γ)2.

Let us consider a special case of an electrically neutral
particle with the magnetic moment (neutron). The transition
to the case of a neutral particle can be carried out with the
help of simple formal changes, e→ 0, λ→ ∞, eλ → Λ,
so that

Γ = λ
e

ℏ
Bℏ
mc

⇒ Γ = Λ
B

mc2
.

No additional calculations are needed. We obtain two second-
order equations:[
d2

dr2
+ (

√
ϵ2 − k2 + Γ)2 −M2 − m(m+ 1)

r2

]
f = 0,[

d2

dr2
+ (

√
ϵ2 − k2 − Γ)2 −M2 − m(m+ 1)

r2

]
f = 0.

(8)
General solutions of equations (8) have the form

f(r) =
√
r(Jm+1/2(x) + Ym+1/2(x)),

x =

√(√
ϵ2 − k2 + Γ

)2
−M2r;

g(r) =
√
r(Jm+1/2(y) + Ym+1/2(y)),

y =

√(√
ϵ2 − k2 − Γ

)2
−M2r.

From the form of these equations, we can conclude that the
magnetic moment manifests itself in an external magnetic
field in a quite definite way: in fact, everything reduces to so-
lutions with cylindrical symmetry for an ordinary free particle
with spin 1/2, but with a certain replacement

ϵ2 −M2 ⇒
(√

ϵ2 − k2 ± Γ
)2

−M2.

The main manifestation of the magnetic moment of a neu-
tral particle is the modification (spatial scaling) of the wave
functions in directions transverse to the magnetic field. Ap-
parently, such a modification of the transverse structure of
a neutron beam can be observed experimentally, for exam-
ple, in neutron Bessel beams. Obviously, the transition to the

situation of an electrically neutral particle can also be carried
out in the case of a particle with three mass parameters.

3. Diagonalization of the mixing matrix
Let us turn back to the system of three equations

Σ−1

[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ1+

+(d1L1Φ1 + d1L2Φ2 + d1L3Φ3 + (M −M1)Φ1) = 0,

Σ−1

[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ2+

+(d2L1Φ1 + d2L2Φ2 + d2L3Φ3 + (M −M2)Φ2) = 0,

Σ−1

[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
Φ3+

+(d3L1Φ1 + d3L2Φ2 + d3L3Φ3 + (M −M3)Φ3) = 0,

or briefly

∂̂ = Σ−1

[
ϵγ0 + iγ1

∂

∂r
− γ2

r
µ(r)− kγ3 −M

]
,

∂̂Φk + TkjΦj = 0.

To find the transformation matrix S , which will diagonal-
ize the mixing matrix, we are to study the following equation
ST = T0S , or in details11 s12 s13

s21 s22 s23
s31 s32 s33

×

×

M −M1 + d1L1 d1L2

d2L1 M −M2 + d2L2

d3L1 d3L2

d1L3

d2L3

M −M3 + d3L3

 =

=

µ1 0 0
0 µ2 0
0 0 µ3

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 .

Hence we obtain three linear subsystems:

(M −M1 + d1L1)s11 + d2L1s12 + d3L1s13 = µ1s11,

d1L2s11 + (M −M2 + d2L2)s12 + d3L2s13 = µ1s12,

d1L3s11 + d2L3s12 + (M −M3 + d3L3)s13 = µ1s13;

(M −M1 + d1L1)s11 + d2L1s12 + d3L1s13 = µ1s11,

d1L2s11 + (M −M2 + d2L2)s12 + d3L2s13 = µ1s12,

d1L3s11 + d2L3s12 + (M −M3 + d3L3)s13 = µ1s13;

(M −M1 + d1L1)s31 + d2L1s32 + d3L1s33 = µ3s31,

d1L2s31 + (M −M2 + d2L2)s32 + d3L2s33 = µ3s32,

d1L3s31 + d2L3s32 + (M −M3 + d3L3)s33 = µ3s33.
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Here we have three eigenvalue problemsM −M1 + d1L1 − µ1 d2L1 d3L1

d1L2 M −M2 + d2L2 − µ1 d3L2

d1L3 d2L3 M −M3 + d3L3 − µ1

s11s12
s13

 = 0,

M −M1 + d1L1 − µ2 d2L1 d3L1

d1L2 M −M2 + d2L2 − µ2 d3L2

d1L3 d2L3 M −M3 + d3L3 − µ2

s21s22
s23

 = 0,

M −M1 + d1L1 − µ3 d2L1 d3L1

d1L2 M −M2 + d2L2 − µ3 d3L2

d1L3 d2L3 M −M3 + d3L3 − µ3

s31s32
s33

 = 0.

Note that the three rows of the matrix S may be found only up to arbitrary multipliers. The condition for the existence of
solutions for these three systems is the vanishing of the determinant

det

M −M1 + d1L1 − µ d2L1 d3L1

d1L2 M −M2 + d2L2 − µ d3L2

d1L3 d2L3 M −M3 + d3L3 − µ

 = 0.

Let us get the explicit form of the third order equation for
parameter µ:

−µ3+(3M−M1−M2−M3+d1L1+d2L2+d3L3)µ
2+

+
[
−d1L1(2M−M2−M3)−d2L2(2M−M1−M3)−

−d3L3(2M−M2−M1)−3M2+2(M1+M2+M3)M−

−(M1M2 +M1M3 +M2M3)
]
µ+

+d1L1(M−M2)(M−M3)+d2L2(M−M3)(M−M1)+

+d3L3(M −M1)(M −M2)+

+(M −M1)(M −M2)(M −M3) = 0.

Given the relationMi = M/λi, the equation can be trans-
formed into the following form

−µ3 +

[
M

(
3− 1

λ1

− 1

λ2

− 1

λ3

)
+ L1d1 + L2d2+

+L3d3

]
µ2 +

[
−ML1d1

(
2− 1

λ2

− 1

λ3

)
−

−ML2d2

(
2− 1

λ1

− 1

λ3

)
−ML3d3

(
2− 1

λ1

− 1

λ2

)
−

−3M2 + 2M2

(
1

λ1

+
1

λ2

+
1

λ3

)
−

−M2

(
1

λ1

1

λ2

+
1

λ1

1

λ3

+
1

λ2

1

λ3

)]
µ+

+

[
M2L1d1

(
1− 1

λ2

)(
1− 1

λ3

)
+

+M2L2d2

(
1− 1

λ3

)(
1− 1

λ1

)
+

+M2L3d3

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)
+

+M3

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)(
1− 1

λ2

)]
= 0. (9)

Let us detail the explicit form of the elements of themixing
matrix. First, we take into account that the parametrization

of possible values of the mass parametersMi =
M

λi
can be

simplified. Recall that the roots λi are solutions of the char-
acteristic equation

λ3−(c1+c2)λ
2+(c1c2+a

2+b2)λ−(c1a
2+c2b

2) = 0,

where c3 = b > 0, c4 = a > 0. Taking into account the
identities

λ1 + λ2 = c1 + c2 − λ3, λ1λ2 =
c1a

2 + c2b
2

λ3

,

we find expressions for λ1, λ2 in terms of λ3 :

λ1 =
c1 + c2 − λ3

2
−

−

√(
c1 + c2 − λ3

2

)2

− c1a2 + c2b2

λ3

,

λ2 =
c1 + c2 − λ3

2
+

+

√(
c1 + c2 − λ3

2

)2

− c1a2 + c2b2

λ3

.

The value of the root λ3 may be arbitrary, because the phys-
ically meaningful parameter is M3 = M/λ3 (at an arbi-
traryM ). The simplest expression for λ3 is obtained when
c1 = c2 = 1. In this case, the cubic equation is simplified

λ3 − 2λ2 + (1 + k)λ− k = 0, k = a2 + b2.

Its roots are given by the formulas

λ3 = 1, λ1 =
1

2
− 1

2

√
1− 4k,
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λ2 =
1

2
+

1

2

√
1− 4k, k ∈

(
0,

1

4

)
.

Accordingly, the mass parameters Mi are specified by the
formulas

M3 =M, M1 =
2M

1−
√
1− 4k

,

M2 =
2M

1 +
√
1− 4k

, k ∈
(
0,

1

4

)
.

Let us construct tables of values for λi and λ−1
i =

Mi/M, i = 1, 2, (λ3 = λ−1
3 = 1), depending on the

parameter k:
Table 1

Parameter values λi =
1
2

(
1∓

√
1− 4k

)
, i = 1, 2 depending on k

Таблица 1
Значения параметров λi =

1
2

(
1∓

√
1− 4k

)
, i = 1, 2 в зависимости от k

k 0.24 0.22 0.209 0.207 0.205 0.203 0.20 0.16 0.12 0.08 0.04 0.01
λ1 0.4 0.327 0.298 0.293 0.288 0.283 0.276 0.2 0.139 0.088 0.042 0.01
λ2 0.6 0.673 0.702 0.707 0.712 0.717 0.724 0.8 0.861 0.912 0.958 0.989

Table 2
Parameter values λ−1

i = 2
(
1∓

√
1− 4k

)−1 , i = 1, 2 depending on k
Таблица 2

Значения параметров λ−1
i = 2

(
1∓

√
1− 4k

)−1 , i = 1, 2 в зависимости от k

k 0.24 0.22 0.209 0.207 0.205 0.203 0.20 0.16 0.12 0.08 0.04 0.01
1/λ1 2.5 3.058 3.356 3.413 3.472 3.534 3.623 5 7.194 11.364 23.810 100
1/λ2 1.667 1.486 1.425 1.414 1.404 1.395 1.381 1.250 1.161 1.096 1.044 1.011

Let us detail the coefficients Li in the expression for
Φ(x):

Φ(x) = L1Φ1(x) + L2Φ2(x) + L3Φ3(x),

L1 =
−2k

b

1

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

+
1

2Lb

1− 2(λ2 + λ3) + 4λ2λ3

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
,

L2 =
−2k

b

1

(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
+

+
1

2Lb

1− 2(λ3 + λ1) + 4λ3λ1

(λ2 − λ3)(λ2 − λ1)
,

L3 =
−2k

b

1

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
+

+
1

2Lb

1− 2(λ1 + λ2) + 4λ1λ2

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)
,

or (we take into account that λ3 = 1)

L1 =
1

b

1

(λ1 − 1)(λ1 − λ2)

{
−2k +

1

2L
(−1 + 2λ2)

}
,

L2 =
1

b

1

(λ2 − 1)(λ2 − λ1)
×

×
{
−2k +

1

2L
(−1 + 2λ1)

}
,

L3 =
1

b

1

(1− λ1)(1− λ2)
×

×
{
−2k +

1

2L
(1− 2λ1 − 2λ2 + 4λ1λ2)

}
, (10)

where

L = 1 +
b√
6
, (a2 + b2) = k <

1

4
, 0 < 2b < 1.

Let us detail the coefficients di:

d1 =
4Bb

6M

(
λ1 −

1

2

)
, d2 =

4Bb

6M

(
λ2 −

1

2

)
,

d3 =
4Bb

6M

(
λ3 −

1

2

)
. (11)

Combinations diLj appear in the mixing matrix, so the pa-
rameter b in the denominators in (10) will be canceledwith the
parameter b in (11). Also, since the dimension of the quantity
B isM2 (inverse square meter), we can introduce substitu-
tions

4B = 6rM2 ⇒ di =M
4B

6M2
b

(
λi −

1

2

)
=

=Mrb

(
λi −

1

2

)
=MDi,

where the quantitiesDi are dimensionless. With this in mind,
the cubic equation (9) is transformed to the form

−µ3 +M

[
3− 1

λ1

− 1

λ2

− 1

λ3

+ L1D1 + L2D2+

+L3D3

]
µ2 +M2

[
−L1D1

(
2− 1

λ2

− 1

λ3

)
−

−L2D2

(
2− 1

λ1

− 1

λ3

)
− L3D3

(
2− 1

λ1

−

− 1

λ2

)
− 3 + 2

(
1

λ1

+
1

λ2

+
1

λ3

)
−
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−
(

1

λ1

1

λ2

+
1

λ1

1

λ3

+
1

λ2

1

λ3

)]
µ+

+M3

[
L1D1

(
1− 1

λ2

)(
1− 1

λ3

)
+

+L2D2

(
1− 1

λ3

)(
1− 1

λ1

)
+

+L3D3

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)
+

+

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)(
1− 1

λ3

)]
= 0.

The roots of this equation can be found in the form µi =
M∆i, where ∆i are dimensionless quantities; then the
equation for∆1,∆2,∆3 takes the form

−∆3+

[
3− 1

λ1

− 1

λ2

− 1

λ3

+L1D1+L2D2+L3D3

]
∆2+

+

[
−L1D1

(
2− 1

λ2

− 1

λ3

)
−L2D2

(
2− 1

λ1

− 1

λ3

)
−

−L3D3

(
2− 1

λ1

− 1

λ2

)
− 3 + 2

(
1

λ1

+
1

λ2

+
1

λ3

)
−

−
(

1

λ1

1

λ2

+
1

λ1

1

λ3

+
1

λ2

1

λ3

)]
∆+

+

[
L1D1

(
1− 1

λ2

)(
1− 1

λ3

)
+

+L2D2

(
1− 1

λ3

)(
1− 1

λ1

)
+

+L3D3

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)
+

+

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)(
1− 1

λ3

)]
= 0.

Allow for that λ3 = 1, then we get

∆3 +

[
2− 1

λ1

− 1

λ2

+ L1D1 + L2D2 + L3D3

]
∆2+

+

[
L1D1

(
1− 1

λ2

)
+ L2D2

(
1− 1

λ1

)
+

+L3D3

(
2− 1

λ1

− 1

λ2

)
+ 3− 2

(
1

λ1

+
1

λ2

+ 1

)
+

+

(
1

λ1

1

λ2

+
1

λ1

+
1

λ2

)]
∆−

−L3D3

(
1− 1

λ1

)(
1− 1

λ2

)
= 0.

Since the parameter b enters as a multiplier intoD1, D2, D3

and the denominators of the expressions for the coefficients
L1, L2, L3, then in combinations

L1D1 + L2D2 + L3D3, L1D1, L2D2, L3D3

this parameter is reduced. With this in mind, we have the
identities

L1 =
1

(λ1 − 1)(λ1 − λ2)

{
−2k +

1

2L
(2λ2 − 1)

}
,

L2 =
1

(λ2 − 1)(λ2 − λ1)

{
−2k +

1

2L
(2λ1 − 1)

}
,

L3 =
1

(1− λ1)(1− λ2)
×

×
{
−2k +

1

2L
(1− 2λ1 − 2λ2 + 4λ1λ2)

}
,

D1 =
r

2
(2λ1 − 1), D2 =

r

2
(2λ2 − 1), D3 =

r

2
,

where

λ1 =
1

2

(
1−

√
1− 4k

)
, λ2 =

1

2

(
1 +

√
1− 4k

)
,

k ∈
(
1,

1

4

)
, L = 1 +

1√
6
, (a2 + b2) = k <

1

4
.

Also, we should take into account the identities

2λ1 − 1 = −
√
1− 4k, 2λ2 − 1 = +

√
1− 4k,

λ1 − λ2 = −
√
1− 4k, λ2 − λ1 = +

√
1− 4k,

λ1 + λ2 = 1, λ1 − 1 = −λ2, λ2 − 1 = −λ1,

1− 2λ1 − 2λ2 + 4λ1λ2 = 4k − 1, λ1λ2 = k,

then we get simpler expressions

L1 =
2

(1 +
√
1− 4k)

√
1− 4k

{
−2k +

1

2L

√
1− 4k

}
,

L2 =
2

(1 +
√
1− 4k)

√
1− 4k

{
2k +

1

2L

√
1− 4k

}
,

L3 =
1

k

{
−2k +

1

2L
(4k − 1)

}
,

D1 = −r
2

√
1− 4k, D2 = +

r

2

√
1− 4k, D3 =

r

2
,

L = 1 +
b√
6
, 0 < b <

1

2
.

In this way, we arrive at the following cubic equation for∆:

∆3 +A∆2 +B∆+ C = 0,

where the coefficients are (take into account the properties
of the roots λ1, λ2)

A = 2− 1

k
+ L1D1 + L2D2 + L3D3, C = L3D3,
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B = −L1D1
1−

√
1− 4k

1 +
√
1− 4k

−

− L2D2
1 +

√
1− 4k

1−
√
1− 4k

+ L3D3

(
2− 1

k

)
+ 1.

Using identities

L1D1 =
2k − l

√
1− 4k

1 +
√
1− 4k

r,

L2D2 =
2k + l

√
1− 4k

1−
√
1− 4k

r,

L3D3 = −
(
1 + l

1− 4k

2k

)
r,

we transform the cubic equation to a simpler form

∆3 +
2k − 1

k
∆2 +

[
1 +

(
1− l

1− 4k

2k

)
r

]
∆+

+

(
1 + l

1− 4k

2k

)
r = 0.

Allowing for the expression for the parameter l:

l =
1

2L
=

√
6

2(
√
6 + b)

,

we obtain

∆3 +
2k − 1

k
∆2+

+

[
1 +

(
1−

√
6

2(
√
6 + b)

1− 4k

2k

)
r

]
∆+

+

(
1 +

√
6

2(
√
6 + b

1− 4k

2k

)
r = 0, (12)

where

0 < k <
1

4
, 0 < b < 2.

For definiteness, we set b1 = 0, b2 = 1, b3 = 2. The pa-
rameter r was introduced by the relation 4B = 6rM2

from physical considerations, we will assume that the dimen-
sionless parameter r is small. Below we will follow several
situations r = 10−5, r = 10−3, r = 1. The last value
|r| = 1 corresponds to a very strong magnetic field. Nu-
merical study showed that dependence of the roots∆i upon
parameter b ∈ (0, 2) is very insignificant. By this reason be-
lowwe take the value b = 0. Let us construct tables of values
for the roots∆1,∆2,∆3 equations (12) (see tables 3–5).

Table 3
The values of the roots∆i , i = 1, 2, 3 of equation (12) for b = 0, r = 10−5

Таблица 3
Значения корней∆i , i = 1, 2, 3 уравнения (12) для b = 0, r = 10−5

k 0.24 0.22 0.208 0.204 0.20 0.16 0.10 0.06 0.02 0.01
∆1 0.667 0.485 0.419 0.400 0.382 0.250 0.127 0.069 0.021 0.010
∆2 1.500 2.060 2.389 2.502 2.618 3.999 7.873 14.598 47.979 97.990
∆3 -0.00001 -0.00001 -0.00001 -0.00001 -0.00001 -0.00002 -0.00002 -0.00004 -0.00012 -0.00024

Table 4
The values of the roots∆i , i = 1, 2, 3 of equation (12) for b = 0, r = 10−3

Таблица 4
Значения корней∆i , i = 1, 2, 3 уравнения (12) для b = 0, r = 10−3

k 0.24 0.22 0.208 0.204 0.20 0.16 0.12 0.08 0.04 0.01
∆1 0.670 0.487 0.420 0.401 0.384 0.252 0.164 0.099 0.049 0.021
∆2 1.489 2.059 2.388 2.502 2.617 3.999 6.171 10.404 22.957 97.990
∆3 -0.001 -0.001 -0.001 -0.001 -0.001 -0.002 -0.002 -0.003 -0.005 -0.012

Finally, with an even greater increase in the parameter r, the roots become complex-valued
Table 5

The values of the roots∆i , i = 1, 2, 3 of equation (12) for b = 0, r = 1
Таблица 5

Значения корней∆i , i = 1, 2, 3 уравнения (12) для b = 0, r = 1

k 0.24 0.209 0.206 0.203 0.18 0.12 0.06 0.01
∆1 1.265+1.129i 1.588+0.726i 1.625+0.656i 1.662+0.574i 1.173 0.695 0.503 0.406
∆2 -0.362 -0.392 -0.395 -0.398 2.804 6.128 14.727 98.221
∆3 1.265-1.129i 1.588-0.726i 1.625-0.656i 1.662-0.574i -0.422 -0.489 -0.653 -0.627

This means that at such magnetic field, the model be-
comes non-interpretable.

Conclusions

In the present paper, the model of a fermion with three
mass parameters is studied in presence of the external

uniform magnetic field. After diagonalizing transformation,
three separate equations are obtained effectively for parti-
cles with different anomalous magnetic moments. Their ex-
act solutions and generalized energy spectra are found. Af-
ter diagonalizing the mixing matrix, we reduce the problem
for three separated Dirac–like equations for particles with
different anomalous magnetic moment. It is shown that for
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a very strong magnetic field, the model becomes non-inter-
pretable, because the effective anomalousmoments turns out
to be complex-valued.
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Abstract
Using two-dimensional recurrence relations, a description of
dynamical X-ray diffraction in crystals is presented. It is
shown that this approach makes it possible to calculate X-
ray fields inside the crystal and reciprocal space maps.

Аннотация
Представлено описание динамической дифракции рентге-
новских лучей в кристаллах с использованием двумерных
рекуррентных соотношений. Показано, что такой подход
позволяет рассчитывать поля рентгеновских лучей внут-
ри кристалла.

Keywords:
dynamical X-ray diffraction, rocking curve, reciprocal space
map

Ключевые слова:
рентгеновские лучи, динамическая дифракция, обратное
пространство, карта распределения интенсивности

Introduction

To describe diffraction in lateral crystals of a rectangu-
lar cross section, two-dimensional recurrent relations were
obtained [1, 2], which differ from the one-dimensional Darwin
algebraic equations. On the other hand, diffraction in perfect
crystals of a rectangular cross section can also be consid-
ered using the two-dimensional Takagi-Taupin equations [3].
On the example of a cylindrical crystal, it was shown that two-
dimensional recurrence relations can be used to calculate re-
ciprocal space maps (RSMs) for crystals of arbitrary shape
[4]. It should be noted that numerical integration based on
the Takagi-Taupin equations is not always stable, while cal-
culations based on two-dimensional recurrence relations are
always stable. In this paper, we show that the diffraction of
spatially restricted X-ray beams in periodic structures can be
described using two-dimensional recurrence relations. Us-
ing these recurrence relations, it is possible to calculate the
x-ray fields inside the crystal and RSMs.

Recurrent relations
Two-dimensional recurrent relations can be written in the

following form

Tmn = aTm−1
n−1 + b1 S

m−1
n−1 ,

Smn = aSm−1
n+1 + b2 T

m−1
n+1 ,

(1)

where Tmn and Smn are the amplitudes of the transmitted and
diffracted wave, a = (1 − i q0) exp

(
i 2πd
λ sin θB

)
, b1 =

−i q̄ exp
(
i

2πd

λ sin θB

)
, b2 = −i q exp

(
i

2πd

λ sin θB

)
,

q0 = − πd
λ sin θB

χ0, q̄ = − πd
λ sin θB

χ−g , q =

− πd
λ sin θB

χg , χ0, χh and χ−h — are the Fourier components

of the X-ray polarizability, d =
λ

2 sin θB
— is the interplanar

distance, λ is the X-ray wave length, θB is the Bragg angle for
reflective lattice planes. The distance between nodes along
the x axis is есть∆x = d/ tg θB .

Figure 1a shows the directions of the transmitted and
diffracted X-ray beam, taking into account the dynamical in-
teraction of X-ray waves. The horizontal lines represent the
crystal planes, which are numbered from top to bottom. Ar-
rows directed down correspond to transmitted waves, arrows
directed up refer to diffracted waves.

According to Figure 1a, the magnitude of the ampli-
tude Tmn of the transmitted beam at the node (m;n)
consists of the contributions of the transmitted Tm−1

n−1

and reflected downward Sm−1
n−1 waves at the node (m −

1;n − 1). This physical process is described by the
first equation of recurrent relations (1). The diffrac-
tion wave Smn at the node (m;n) is formed as a re-
sult of the upward passage of the wave Sm−1

n+1 and the
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Figure 1. (a) Scheme of two-dimensional X-ray diffraction on discrete crystal lattice planes. The vertical coordinate (see (b)) is defined as z = nd, where n
is the number of the crystal plane. The horizontal coordinate is x = m∆x, where∆x is the lateral distance between the nodes,m is the node number.
(b) Geometry of X-ray diffraction. The incident restricted beam illuminates the surface of the crystal l(in)

x . The exited beam size is l(ex)x .
Рисунок 1. (a) Схема двумерной дифракции рентгеновских лучей на кристаллических плоскостях. Вертикальная координата определена как z = nd,
гдеn— номер кристаллической плоскости. Горизонтальная координата: x = m∆x, где∆x— расстояние между узлами в латеральном направлении,
m — номер узла. (b) Геометрия дифракции рентгеновских лучей. Ширина падающего на кристалл пучка l(in)

x . Ширина выходящего пучка l(ex)x .

diffraction of the wave Tm−1
n+1 at the node (m − 1;n + 1).

The exponential factor exp
(
i

2πd

λ sin θB

)
, which is included

in the coefficients of the recurrence relations, takes into ac-
count the phase variation during the passage of X-ray waves
from one crystal plane to the neighboring plane.

To solve the diffraction problem, recurrent relations (1)
must be supplemented with boundary conditions (Figure 1b).
Let the X-ray beam fall on the crystal surface at an angle θ1
, which, in the general case, may differ from the Bragg angle
θB . We consider the case when an incident X-ray wave illu-
minates the crystal surface l(in)x , then the boundary condition
has the form

Tm0 = exp
(
i
2π

λ
cos θ1 ·m∆x

)
, m∆x ⩽ l(in)x ,

Tm0 = 0, m∆x > l(in)x .
(2)

It follows from relations (2) that the modulus of the am-
plitude of the incident X-ray beam on the crystal surface is
equal to unity. The exponential factor takes into account the
change in the phase of the incident wave amplitude along the
x axis (Figure 1b).

The calculation of the amplitudes of X-ray fields is per-
formed on the basis of recurrence relations (1) taking into ac-
count the boundary conditions (2) for all nodes of a rectangu-
lar network (m;n), where 0 ⩽ m ⩽ Mx = l

(in)
x /∆x and

0 ⩽ n ⩽ Nz = Lz/d, Lz is the thickness of the crystal.
In a triple-axis diffraction scheme, the exited beam is reg-

istered, for example, at a different angle θ2. In this case, it
is necessary to take into account additional phase variations
φm = −(2π/λ)m∆x cos θ2 for the reflected X-ray wave
at the front of the exited beam, which is shown by the dotted
line in Figure 1b.

The intensity of the diffracted X-ray wave is found from
the relation:

Ih(qx, qz) =

∣∣∣∣ Mx∑
m=0

Sm0 exp(iφm)

∣∣∣∣2 (3)

where qx =
2π sin θB

λ
(∆θ1 − ∆θ2), qx =

−2π cos θB
λ

(∆θ1 + ∆θ2), ∆θ1 = θ1 − θB , ∆θ2 =

θ2 − θB .

Calculated results
Numerical calculations of X-ray diffraction in a perfect sil-

icon crystal are performed for symmetric (333) reflection of
σ–polarized X-ray CuKα1 radiation. The calculation results
are presented taking into account the shift of the coordinate
system by the angular distance associated with the X-ray re-
fraction, which is proportional to the real part of the coef-
ficient a0 in the diffraction equations (1). The length of the
primary Bragg extinction for (333) reflection from silicon is
lext = λ| sin θB|/(Cπ|χh|) = 8.03 µm. The Bragg angle
for the selected reflection is 47.476 arc. deg. The interplanar
distance of the reflecting planes is d = 0.1045 nm.
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(a) (b)
Figure 2. (a) The calculated distribution of the diffraction intensity inside the crystal at a deviation from the Bragg angle by 2 arc. sec. (b) RSM on a logarithmic
scale, calculated on the basis of two-dimensional recurrence relations. The width of the incident and diffraction beams is 110 µm.
Рисунок 2. (a) Распределение интенсивности дифрагированной волны внутри кристалла при отклонении от угла Брегга на 2 угловые сек. (b) Карта
интенсивности в логарифмическом масштабе, рассчитанная методом рекуррентных соотношений. Ширина падающего и отраженного пучков 110 µm.

Using recurrent relations (1), the field of the diffracted
wave inside the crystal was calculated for an arbitrary an-
gle of incidence, which differs slightly from the Bragg angle.
Figure 2a shows the scattering intensity distribution inside the
crystal when the incident beam deviates from the Bragg angle
by 2 arc.sec.

Solution (3) makes it possible to calculate RSMs for var-
ious sizes of X-ray beams. Figure 2b shows the calculated
RSM on a logarithmic scale, which completely coincides with
calculations based on differential diffraction equations. The
width of the incident beam is 110 µm. The effective depth of
penetration of X-ray wave into a crystal is 82 µm.

The study was supported by the Russian Science Founda-
tion, grant No. 23-22-00062.
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Аннотация
Исследовано обратное пространство многослойной ди-
фракционной решетки в некомпланарной геометрии ди-
фракции. Выписаны прямые и обратные соотношения меж-
ду углами волновых векторов и координатами обратного
пространства. Записаны углы брэгговского и дифракцион-
ного отражений. На примере продемонстрированы конусы
дифракции и карты обратного пространства.

Abstract
The reciprocal space ofmultilayer grating in the non-coplanar
geometry of diffraction is investigated. Direct and inverse re-
lations between the angles of wave vectors and coordinates of
reciprocal space are written out. The Bragg’s and diffraction
reflection angles are written. By example, cones of diffraction
and reciprocal space mapping are demonstrated.

Ключевые слова:
многослойная дифракционная решетка, условие Вульфа-
Брэгга, конус дифракции, карты обратного пространства

Keywords:
multilayer grating, Bragg’s law, diffraction cone, reciprocal
space mapping

Введение
Известные и простые условия дифракции Вульфа-

Брэгга рентгеновских лучей в кристаллах основываются
на принципе конструктивной интерференции и законе от-
ражения. Похожие условия брэгговской дифракции мож-
но записать для многослойных дифракционных решеток
(далее — МДР). Их можно найти в ряде работ, например
в [1, 2]. Однако они посвящены компланарной дифракции.
Настоящая статья призвана восполнить этот пробел для
некомпланарной дифракции рентгеновских лучей в МДР.
На рис. 1 представлена схема некомпланарной дифракции.
Введем систему координат: пусть оси x и y направлены
вдоль поверхности МДР, ось z – уходит вглубь. МДР может
иметь произвольный азимутальный поворот вокруг оси z с
углом φ. Период дифракционной решетки обозначим как
dφ, период многослойного рентгеновского зеркала (МРЗ) –
как dz . Считаем, что плоская волна с длиной волны λ и
волновым вектором k⃗T падает на МДР под углом скольже-
ния ϑT , а отраженная волна распространяется с волновым
вектором k⃗R, направление которого можем обозначить по-
лярным ϑR и азимутальным φR углами:

k⃗T = k cosϑT e⃗x + k sinϑT e⃗z,

k⃗R = k cosϑR cosφR e⃗x + k cosϑR sinφR e⃗y

− k sinϑR e⃗z.

(1)

Модуль волновых векторов равен волновому числу в ваку-
уме k = 2π/λ.

Рисунок 1. Схема некомпланарной дифракции рентгеновской волны на
МДР.
Figure 1. Schematic representation of non-coplanar X-ray diffraction onmul-
tilayer grating.

1. Обратное пространство

Рентгенодифракционный анализ кристаллов принято
проводить в обратном пространстве. Исследование обрат-
ного пространства кристаллов некомпланарной дифрак-
ции в Брэгг- и Лауэ-геометрии можно найти в работе [3].
Следуя этой традиции, рассмотрим вектор дифракции Q⃗
как радиус-вектор обратного пространства МДР:

Q⃗ = k⃗R − k⃗T . (2)
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Запишем определение (2) для каждой проекцииQx|y|z :
Qx = k cosϑR cosφR − k cosϑT ,

Qy = k cosϑR sinφR,

Qz = −k sinϑT − k sinϑR.

(3)

Равенства (3) будем называть прямыми соотношения-
ми. Добавим к ним определенное условие:

ϑR = 90◦ ⇒ φR = 0◦. (4)

Углы в уравнениях (3) имеют естественные ограничения:
0◦ < ϑT < 180◦,

0◦ < ϑR < 180◦,

− 90◦ < φR ⩽ 90◦.

(5)

Следовательно, есть ограничения для Q⃗:
Q2
x +Q2

y +Q2
z ⩽ 2k

√
Q2
x +Q2

z,

(Qx ± k)
2
+Q2

y +Q2
z ⩾ k2,

Qz ⩽ 0.

(6)

Все множество векторов Q⃗, удовлетворяющих условию
(6), назовем областью определения Q уравнений (3). Об-
ластьQ показана на рис. 2. Она имеет форму половины то-
ра, на торцах которого вырезаны две полусферы радиусом
k. Если вектор Q⃗ принадлежит Q, то возможны обратные
соотношения:

cosϑT = −Qx
2k
C − s

Qz
2k

√
(2k)

2

Q2
x +Q2

z

− C2,

cosϑR = S

√(
cosϑT +

Qx
k

)2

+

(
Qy
k

)2

,

sinφR =
Qy

k cosϑR
,

(7)

здесь S = sign(cosϑT +Qx/k), C = 1 +
Q2

y

Q2
x+Q

2
z
.

Рисунок 2. Область определенияQ.
Figure 2. The definition regionQ.

Уравнения (3) имеют два решения, и знак s = ±1 раз-
личает их. На рис. 3 синими (нижними) векторами показано
решение с s = +1, красными (верхними) — с s = −1.

Рисунок 3. Два решения для Q⃗. Одинарной линией показаны углы ϑT ,
двойной — ϑR , тройной — φR .
Figure 3. The two solutions for Q⃗. Single lines show angles ϑT , double lines
— ϑR , triple lines — φR .

2. Брэгговские отражения
Периодичности кристаллической решетки в прямом

пространстве соответствует сетка узлов, составленная из
векторов обратной решетки h⃗, в обратном пространстве.
МДР имеет латеральную и вертикальную периодичность.
Латеральной периодичности МДР сопоставим вектор

h⃗φ = hφ cosφ e⃗x + hφ sinφ e⃗y, (8)

вертикальной —
h⃗z = −hz e⃗z, (9)

а сетке узлов обратной решетки МДР —

h⃗m,n = mh⃗φ + n h⃗z, (10)

гдеm иn—целые числа, называемые порядками дифрак-
ции. Модули векторов равны hφ|z = 2π/dφ|z .

Рисунок 4. Пример обратной решетки МДР.
Figure 4. The example of a reciprocal lattice of multilayer grating.

На рис. 4 показан пример сетки из узлов h⃗m,n. Цифрами
указаны дифракционные порядки (m,n). Цветом выделе-
ны точки с одинаковымиm. Все точки лежат в одной плос-
кости. В моделировании используем следующие значения
параметров (безразмерные):

dφ = 1, dz = dφ/10, λ =
√
4/2125, φ = 30◦. (11)
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На примере видно, как полусферы разрывают цепоч-
ку узлов с n = 1. В связи с этим можно говорить о раз-
решенных (реализуемых) и запрещенных (нереализуемых)
дифракционных порядках.

Запишем условие Вульфа-Брэгга в векторном виде для
МДР:

Q⃗ = h⃗m,n. (12)

Из (7) и(12) следуют решения:

cos θ(T )
m,n = −mλC cosφ

2dφ

+ sn

√
d2φ

(mdz cosφ)2 + (ndφ)2
−
(
λC

2dz

)2

,

cos θ(R)
m,n = S

√(
cos θ

(T )
m,n +

mλ cosφ

dφ

)2

+

+

(
mλ sinφ

dφ

)2

,

sinϕ(R)
m,n =

mλ sinφ

dφ cos θ
(R)
m,n

.

(13)

Здесь

S = sign

(
cos θ(T )

m,n +
mλ cosφ

dφ

)
,

C =
(mdz)

2 + (ndφ)
2

(mhz cosφ)2 + (ndφ)2
.

Если выполняется условие

ϑT = θ(T )
m,n, ϑR = θ(R)

m,n, φR = ϕ(R)
m,n, (14)

то будем говорить, что наблюдается брэгговское отра-
жение в (m,n)-й дифракционный порядок. Заметим:
1) одному и тому же дифракционному порядку соответ-
ствуют две конфигурации углов; 2) брэгговское отражение
некомпланарной дифракции характеризуется тремя угла-
ми Брэгга.

3. Дифракционные отражения и конусы ди-
фракции

Если угол ϑT не соответствует точному условию (14), то,
чтобы найти направление отраженной волны в (m,n)-й
дифракционный порядок, необходимо использовать закон
отражения для МДР:(

Q⃗− h⃗m,n

)
· e⃗x|y = 0. (15)

Уравнение (15) сохраняет только тангенциальные компо-
ненты векторов k⃗T и k⃗R в условии Вульфа-Брэгга. Из (15)
следует, что



cos θ(R)
m = S

√(
cosϑT +m

λ cosφ

dφ

)2

+

+

(
m
λ sinφ

dφ

)2

,

sinϕ(R)
m = m

λ sinφ

dφ cos θ
(R)
m

,

(16)

здесь S = sign
(
cosϑT + mλ cosφ

dφ

)
. Равенства (16)

определяют углы дифракционного отражения θ(R)
m и ϕ(R)

m .
Эти углы однозначны и не зависят от n. Углы брэгговских
отражений (13) являются частным случаем углов дифрак-
ционных отражений (16): если ϑT = θ

(T )
m,n, то θ(R)

m = θ
(R)
m,n

и ϕ(R)
m = ϕ

(R)
m,n.

Рисунок 5. Пример конусов дифракции и брэгговских отражений отдель-
ных (m,n)-х дифракционных порядков.
Figure 5. The example of diffraction cones and Bragg’s reflections of individ-
ual (m,n)-diffraction orders.

В некомпланарной геометрии волновые векторы диф-
ракционных отражений направлены вдоль образующих
линий прямых круговых конусов. Пример с параметрами
(11) демонстрирует на рис. 5 конусы дифракции. Стрел-
ками указаны волновые вектора k⃗(T )

m,n и k⃗(R)
m,n отдельных

брэгговских отражений, цифрами — номера дифракцион-
ных порядков (m,n), цветная заливка конусов — допу-
стимые направления дифракционных отражений. Неком-
планарную дифракцию называют конической дифракци-
ей. Прямой круговой конус дляm-дифракционного поряд-
ка имеет раствор угла при вершине, равный 2αm, где

αm = arccos

(
m
λ sinφ

dφ

)
. (17)

Ось конуса лежит на оси y. Еслиαm < 90◦, то расширение
конуса сонаправлено с осью y; если αm > 90◦, то рас-
ширение будет в противоположную сторону от оси y; если
αm = 90◦, то конус вырождается в диск.

4. Компланарная дифракция
Компланарная дифракция, когда векторы k⃗T , k⃗R и e⃗z

лежат в одной плоскости, является частным случаем
некомпланарной дифракции с угломφ = 0◦. Следователь-
но, Qy = 0 и φR = 0, а основные решения значительно
упрощаются:

Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 4 (62), 2023
Серия «Физико-математические науки»

www.izvestia.komisc.ru
93





cosϑT |R = ∓Qx
2k

− s
Qz
2k

√
(2k)2

Q2
x +Q2

z

− 1,

cos θ(T |R)
m,n = ∓mλ

2dφ

− sn

√
d2φ

(mdz)2 + (ndφ)2
−
(
λ

2dz

)2

,

cos θ(R)
m = cosϑT +

mλ

dφ
.

(18)

Заметим, что если конфигурации углов (ϑT , ϑR) соответ-
ствует вектор дифракции Q⃗, то нетрудно убедиться, что
конфигурации углов (ϑ′

T , ϑ
′
R), где

ϑ′
T = π − ϑR, ϑ′

R = π − ϑT (19)

соответствует тот же вектор дифракции Q⃗.

5. Карты обратного пространства

Картирование интенсивности рассеяния (RSM —
reciprocal space mapping), когда строится двумерная карта
контуров равных интенсивностей в логарифмическом мас-
штабе в координатах обратного пространства, является
важным методом анализа дифракционных данных. В ка-
честве пары координат выбирают (Qy, Qx), (Qy, Qz) или
(Qx, Qz). Исследование некомпланарной дифракции по-
верхностных дифракционных решеток методом малоугло-
вого рассеяния при скользящем падении пучка (GISAXS —
grazing-incidence small-angle scattering) с помощью RSM
можно найти в ряде работ [4–9]. На примере (11) проана-
лизируем положение дифракционных отражений на RSM,
представленных на рис. 6. На картах обратного простран-
ства точкам соответствуют дифракционные отражения при
угле ϑT ≈ 12.5◦, указаны числа m. Точечными линиями
показано, как меняются положения дифракционных отра-
жений в обратном пространстве при смене угла ϑT . Эти
линии принято называть усеченными стержнями дифрак-
ционной решетки (GTR – grating truncation rod). Если ди-
фракционные отражения на картах (Qy, Qx) (рис. 6 a) вы-
строены в линию, то дифракционные отражения на картах
(Qy, Qz) (рис. 6 b) лежат на дуге, которую можно описать
каноническим уравнением эллипса:

(Qy + k cosϑT sin(2φ)/2)
2

(k sinφ)
2 (

1− cos2 ϑT sin2 φ
)+

+
(Qz + k sinϑT )

2

k2
(
1− cos2 ϑT sin2 φ

) = 1.

(20)

Из (20) следует, что, зная экспериментальный угол ϑT
и точки (Qy, Qz) на линии дуги дифракционных отраже-
ний, можно попытаться восстановить угол азимутального
поворота φ.

Рисунок 6. Примеры карт обратного пространства. Точками показаны ди-
фракционные отражения для угла ϑT ≈ 12.5◦ , точечными линиями —
положения дифракционных отражений при смене угла ϑT ; цифрами ука-
заны числаm.
Figure 6. The examples of reciprocal space maps. Dots show diffraction re-
flections for angle ϑT ≈ 12.5◦ , dotted lines show positions of diffraction
reflections when the angle changes; numbers indicatem.

Заключение
Применяя к МДР аналогичное условие Вульфа-Брэг-

га, записанное для кристаллов в векторном виде, в ра-
боте были получены углы Брэгга МДР в некомпланарной
дифракции. Условие брэгговского отражения МДР опре-
деляется тремя углами. При углах Брэгга должно наблю-
даться сильное дифракционное отражение. Однако закон
Брэгга не учитывает эффект преломления рентгеновских
лучей в МДР и конечного углового интервала дифракци-
онного отражения. Понятно, что в этом случае необходи-
мы поправки к углам, учитывающие эти эффекты. Здесь
на помощь приходит закон отражения (15), который поз-
воляет вычислить углы дифракционного отражения, если
угол падающей волны отличается от условия Вульфа-Брэг-
га. Если МДР имеет азимутальный поворот и ее штрихи не
перпендикулярны волновому вектору падающей волны, то
дифракционные отражения с числом m ̸= 0 будут рас-
пределены вдоль образующих линий прямых круговых ко-
нусов. Соответствующая дифракционному отражению об-
ласть обратного пространства (6) представляет собой по-
ловинку тора, из торцов которого исключены полусферы.
Радиусы окружности и оси вращения тора, а также ради-
ус полусфер равны волновому числу падающей волны. Это
приводит к тому, что для МДР так же, как и для кристаллов,
существуют запрещенные и разрешенные дифракционные
порядки. Одному и тому же дифракционному порядку со-
ответствуют две разные конфигурации углов падающей и
отраженной волн.
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Аннотация
В работе исследованы особенности численного FDTD-ре-
шения уравнений Максвелла, сформулированных в виде
задач Коши для соответствующих однородных и неод-
нородных систем уравнений. Показано, что для случая
ограниченных во времени источников поля задача Коши
для неоднородной системы эквивалентна соответствую-
щей задаче Коши для однородной системы. Определен
критерий оценки степени корректности полученного ре-
шения. Проанализированы особенности численного реше-
ния однородных и неоднодных задач Коши для различ-
ных форм начальных конфигураций электромагнитных по-
лей и задающих импульсов. Сформулированы необходи-
мые и достаточные условия корректности получаемых ре-
шений.

Abstract
In this paper we investigate the features of the numerical
FDTD solution of Maxwell’s equations formulated as Cauchy
problems for the corresponding homogeneous and inhomo-
geneous systems of equations. It is shown that for the case
of time-limited field sources the Cauchy problem for an inho-
mogeneous system is equivalent to the corresponding Cauchy
problem for a homogeneous system. The criterion for evalu-
ating the correctness of the obtained solution is defined. The
features of the numerical solution of homogeneous and non-
homogeneous Cauchy problems for different forms of initial
configurations of electromagnetic fields and setting pulses
are analyzed. Necessary and sufficient conditions of correct-
ness of the obtained solutions are formulated.

Ключевые слова:
электродинамика, моделирование, метод FDTD, численный
эксперимент

Keywords:
electrodynamics, simulation, FDTD method, numerical exper-
iment

Введение
Ни для кого не является секретом актуальность и вос-

требованность в науке и технических приложениях совре-
менных численных методов, позволяющих просто, нагляд-
но и информативно моделировать процессы распростра-
нения электромагнитных сигналов в различных условиях.
Одним из таких методов является техника FDTD (Finite-
Difference Time-Domain) — метод численного решения вол-
новых уравнений, разработанный К. Йи в 1966 г. [1], осно-
ванный на аппроксимации производных отношением ко-
нечных разностей

df

dx
≈ ∆f

∆x
.

Данная аппроксимация выполняется путем некоторо-
го «огрубления задачи», состоящего в дискретизации

пространства-времени, при котором дифференциальные
уравнения для непрерывных функций заменяются конеч-
но-разностным уравнением для функций дискретных пе-
ременных.

Эта схема в настоящее время нашла широкое примене-
ние в различных областях науки, техники и самых разно-
образных приложениях. Так, известны примеры использо-
вания метода для решения биологических и медицинских
задач [2–5], а также проблем в области экологии, геологии,
минералогии и геологоразведки [6, 7]. Достаточно очевид-
ным, однако нисколько не потерявшим своей актуально-
сти, является применение метода FDTD в оптике, фотони-
ке, электронике, связи и телекоммуникациях [8–11]. Помимо
непосредственно научной литературы, существует множе-
ство учебных изданий [12–14], посвященных методу FDTD.
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Такое широкое использование метода, очевидно, обос-
новывается большим числом его достоинств, немалое зна-
чение среди которых имеет простота реализации расчет-
ного алгоритма. Конечно, ценой этой простоты являет-
ся некоторая ресурсоемкость выполняемых вычислений,
определяемая заметными затратами машинного времени
и памяти. На первых порах это существенно ограничива-
ло применение метода FDTD, однако в настоящее время,
в связи со значительным прогрессом вычислительной тех-
ники, эти ограничения потеряли свое значение. Еще од-
ним важным преимуществом рассматриваемого метода яв-
ляется возможность исследования сигналов со сложной
структурой спектра в ходе однократного численного экс-
перимента. В связи с этим в электродинамических зада-
чах FDTD обычно используют для моделирования поведе-
ния импульсных сигналов, однако часто рассматривается
и квазигармонический режим нагрузки передающей ли-
нии [12].

Приведенный выше краткий обзор источников может
создать ошибочное впечатление о том, что метод FDTD яв-
ляется очень хорошо разработанным инструментом с дос-
конально изученной научной базой. Последнее не совсем
корректно, так как, несмотря на обширную библиографию
по методу FDTD, его тщательное обоснование и всесторон-
нее исследование по сей день не исчерпало себя. Во мно-
гом это обуславливается тем, что в имеющейся литературе
практически не рассматриваются вопросы строгой оценки
корректности решений, полученных методом FDTD в раз-
личных постановках задачи.

Во всех известных авторам данной статьи работах ме-
тод FDTD используется для решения уравнений Максвел-
ла с источниками (т.е. в форме неоднородных дифферен-
циальных уравнений). Вместе с тем имеется возможность
применять этот метод и в иной постановке задачи, пере-
формулируя ее в виде задачи Коши для однородной систе-
мы уравнений. При этом естественным образом возникают
вопросы эквивалентности данных формулировок и оцен-
ки корректности решений, полученных в их рамках. Кроме
того, численное решение уравнений Максвелла в однород-
ной формулировке требует строгого отбора корректных на-
чальных условий для соответствующей задачи Коши и от-
сев недопустимых конфигураций электромагнитного поля.

Более того, даже при традиционной схеме решения
в неоднородной формулировке часто возникают вопросы
строгой оценки корректности применения метода FDTD для
сигналов со сложной формой спектра. Этот факт имеет ме-
сто быть даже для гармонических сигналов, однако в ли-
тературе (включая наши предыдущие работы [18,19] по этой
теме) он освещается недостаточно подробно.

Анализу отмеченных вопросов и посвящена настоя-
щая работа. Основные ее результаты представляют собой
две гипотезы, сформулированные в форме утверждений
в основном тексте статьи. Строгое математическое дока-
зательство этих утверждений не приводится, однако об-
суждаются их мотивировка и обоснование справедливости
на «физическом уровне строгости». Кроме того, приводит-
ся аргументация, подкрепленная численными примерами,
подтверждающими сделанные выводы.

1. Основные формулировки
Микроскопические уравнения Максвелла в вакууме,

записанные в форме дифференциальных уравнений для
трехмерных вектор-функций в системе единиц СИ, имеют
следующий вид [15–17]:

∇×E = −µ0
∂H

∂t
, ∇×H = Jext + ε0

∂E

∂t
, (1)

∇ ·E =
ρext
ε0

, ∇ ·H = 0. (2)

Здесь E иH — это напряженности электрического и маг-
нитного полей, ε0 и µ0 — диэлектрическая и магнитная
проницаемости вакуума, а плотность заряда ρext и плот-
ность тока Jext играют роль сторонних источников элек-
тромагнитного поля.

Будем решать задачу в отсутствии сторонних зарядов

ρext = 0. (3)

Отбрасывая уравнения (2), дающие в принятых нами
условиях (3) статическое решение для полей, и вводя обо-
значения (здесь использована краткая запись ∂t = ∂/∂t)

ψ =

(
E
H

)
, L̂ =

(
∇× µ0∂t
∇× −ε0∂t

)
, φ =

(
0

Jext

)
, (4)

законы Фарадея и Максвелла-Ампера (1) можно записать в
компактной матрично-операторной форме

L̂ψ = φ. (5)

Следуя общепринятой классификации [17], решениями
уравнений (5) могут быть как нестационарные, так и ква-
зистационарные или стационарные поля. С математиче-
ской точки зрения выражение (5) представляет собой со-
кращенную запись неоднородной системы линейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных перво-
го порядка. Очевидно, что в отсутствии сторонних токов

Jext = 0 (6)

выражение (5) обращается в однородную систему

L̂ψ = 0, (7)

решениями которой теперь могут быть исключительно
нестационарные поля.

В дальнейшем везде, как для однородных (7), так и для
неоднородных (5) формулировок, будем решать задачи
Коши с начальными условиями ψ0 = ψ(r, 0). Обозначим
символом ψ̄(r, t) точное решение соответствующей зада-
чи Коши для неоднородной системы (5), которое формаль-
но можно записать в виде

ψ̄(r, t) = L̂−1
ψ0
φ. (8)

Определение 1. Будем называть произвольную функ-
цию f(r, t) функцией ограниченной длительности, если
существует такой момент времени τ , после достижения ко-
торого она тождественно обращается в нуль

f(r, t) ≡ 0, ∀ r, t > τ.
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Утверждение 1. Всякая задача Коши для неоднородной
системы (5) с источниками φ(r, t) ограниченной длитель-
ности τ эквивалентна задаче Коши для однородной систе-
мы (7) с начальным условием

ψ0 = ψ̄(r, t− τ).

Эквивалентность этих задач состоит в том, что их ре-
шения идентичны.

Обсуждение данного утверждения отложим вплоть до
раздела 4, так как для осмысления заложенного в него со-
держания предварительно требуется обсудить множество
деталей, изложенных в последующих разделах.

2. Общая схема численного FDTD-решения
В основных чертах материал данного раздела следу-

ет нашим предыдущим работам [18, 19] и классическим ру-
ководствам [12–14], однако для полноты картины и ясно-
сти понимания воспроизведем здесь все необходимые вы-
кладки.

С целью упрощения изложения и максимальной на-
глядности полученных результатов будем рассматривать
одномерный случай. Это нисколько не умаляет общности
обсуждаемых результатов, так как их масштабирование на
случаи большей размерности не вносит ничего принципи-
ально нового.

Итак, пусть электромагнитное поле распространяется
вдоль декартовой осиOx, аJext = J(x, t)ez . В этих усло-
виях E = Ez(x, t)ez и H = Hy(x, t)ey , а основная си-
стема уравнений (5) принимает вид

∂Ez
∂x

− µ0
∂Hy

∂t
= 0,

∂Hy

∂x
− ε0

∂Ez
∂t

= J. (9)

Дискретизируем пространство-время и выполним пе-
реход от непрерывных функций к их точечным аналогам
согласно преобразованию

f(x, t) → f q[m] = D̂f(x, t) = f(m∆x, q∆t), (10)

где ∆x, ∆t — фиксированные шаги пространственно-
временной сетки, а m, q ∈ N0 — соответствующие ин-
дексы, определяющие ее узел. Обратное преобразование
f q[m] → f(x, t) будем обозначать символом D̂−1.

Далее, следуя классической работе [1] и используя пре-
образование (10), введем две сетки для электрическо-
гоEq

z [m] и магнитногоHq± 1
2

y

[
m± 1

2

]
полей, смещенные

по отношению друг к другу в шахматном порядке. Это поз-
воляет записать конечно-разностный аналог уравнений (9)
в форме

H
q+ 1

2
y

[
m+

1

2

]
= H

q− 1
2

y

[
m+

1

2

]
+

+
∆t

µ0∆x
(Eq

z [m+ 1]− Eq
z [m]) ,

(11)

Eq+1
z [m] = Eq

z [m]− ∆t

ε0
Jq+

1
2 [m]+

+
∆t

ε0∆x

(
H
q+ 1

2
y

[
m+

1

2

]
−H

q+ 1
2

y

[
m− 1

2

])
.

(12)

Равенства (11) и (12) отличает от аналогов, полученных
нами ранее [18, 19], то, что они записаны для вакуума. В
англоязычной литературе [12–14] за уравнениями (11) и (12)
закрепилось название Update Equations, отражающее тот
факт, что при заданных начальных условиях(

E0
z

H
− 1

2
y

)
= D̂ψ0, (13)

данные уравнения позволяют вычислять временную дина-
мику электромагнитного поля рекуррентно.

На практике систему уравнений (11), (12) используют
в эквивалентной, но несколько более общей, форме. Для
этого вместо одновременного задания и ∆x, и ∆t регла-
ментируют величину их отношения числом Куранта [12]

Sc =
c∆t

∆x
, (14)

где скорость света в вакууме c, как известно [15–17], свя-
зана с параметрами ε0 и µ0 следующим образом

c =
1

√
ε0µ0

. (15)

Замечание 1. Выбор Sc = 1 определяет временной шаг
сетки ∆t точно соответствующим времени распростране-
ния света в вакууме между двумя соседними узлами сет-
ки, расположенными на расстоянии ∆x друг относитель-
но друга. Несмотря на кажущуюся оптимальность, такой
выбор заведомо не является корректным даже в вакуу-
ме при моделировании достаточно высокочастотных сиг-
налов, период которых T ⩽ ∆t.

С помощью (14), (15) несложно привести коэффициенты
уравнений (11), (12) к виду

∆t

µ0∆x
=
Sc

η
,

∆t

ε0∆x
= Scη, (16)

где использовано обозначение характеристического импе-
данса вакуума

η =

√
µ0

ε0
≈ 377 Ом. (17)

Замечание 2. Введение импеданса вакуума связано с вы-
бором системы физических единиц и теории измерений
в широком смысле. Как известно, в системе СГС подоб-
ной сущности в принципе не возникает. Поэтому исполь-
зование η — есть следствие того, что мы выполняем ис-
следование, используя систему СИ. Величина η влияет ис-
ключительно на взаимное отношение между электриче-
ской и магнитной компонентами электромагнитного поля,
однако на динамику (и физику в принципе) это, конечно,
не влияет. Переход к единицам СГС выполнить достаточно
просто. При этом нет необходимости вводить импеданс ва-
куума, а число Куранта (14) трансформируется в параметр,
имеющий размерность обратной скорости и определяемый
как отношение шагов сетки

Sc =
∆t

∆x
.
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В подавляющем большинстве случаев амплитуда и знак
функции источника J не имеют значения. Это связано
с тем, что при вычислении сечения рассеяния, коэффи-
циента отражения и других подобных величин всегда ис-
пользуется нормировка по падающему полю. Поэтому нет
необходимости явно задавать коэффициент∆t/ε0 в (12) —
достаточно считать его содержащимся в самой функции
источника. Таким образом, можно сделать переход

∆t

ε0
Jq+

1
2 → J q+ 1

2 . (18)

Окончательно, с учетом всех принятых нами соглаше-
ний, дискретные аналоги уравнений (5) принимают вид

H
q+ 1

2
y

[
m+

1

2

]
= H

q− 1
2

y

[
m+

1

2

]
+

+
Sc

η
(Eq

z [m+ 1]− Eq
z [m]) ,

(19)

Eq+1
z [m] = Eq

z [m]− J q+ 1
2 [m]+

+ Scη

(
H
q+ 1

2
y

[
m+

1

2

]
−H

q+ 1
2

y

[
m− 1

2

])
.

(20)

Далее будем рассматривать электромагнитное поле
в некоторой активной области — ограниченной обла-
сти пространстваX ⊂ R → m ∈ [0, N − 1]. Здесь и да-
лееN — это число узлов электрической и магнитной сеток,
отвечающих данной активной области.

Для простоты моделирования, чтобы не учитывать мно-
гократные переотражения электромагнитного поля от гра-
ниц активной области, будем использовать поглощающие
граничные условия (ABC — Absorbing Boundary Conditions),
которые в рассматриваемом нами одномерном случае мо-
гут быть записаны в виде:

Eq+1
z [0] = Eq

z [1],

H
q+ 1

2
y

[
N − 1

2

]
= H

q− 1
2

y

[
N − 3

2

]
.

(21)

Таким образом, состояния полей на границах рассмат-
риваемой нами области не фиксированы жестко, а динами-
чески изменяются в соответствии с тем, что «к ним подхо-
дит изнутри». За счет этого реализуется «убегание» поля
из активной области за ее пределы, что моделирует пове-
дение электромагнитного поля в открытом пространстве.

Уравнения (13), (19)–(21) позволяют реализовать итера-
ционный алгоритм Йи [1, 12–14], определяющий всю дина-
мику электромагнитного поля ψqY [m]. Зададимся теперь
вопросом определения корректности такого решения. Для
этого требуется оценить справедливость равенства

ψqY [m] = D̂ψ̄(x, t), (22)

где правая часть понимается как результат дискретиза-
ции (10) решения задачи, точного в смысле (8).

Очевидно, что строгое выполнение равенства (22)
принципиально недостижимо в силу неизбежных оши-
бок численного счета, поэтому требуется более реали-
стичная процедура оценки корректности решения ψqY [m].

Здесь следует упомянуть следующее. В наших более ран-
них работах [18, 19] отмечалось, что «успех реализации»
сформулированного метода во многом определяется «пра-
вильно подобранными» параметрами пространственно-
временной сетки, для которых приводились следующие
оценки

∆x≪ λ, ∆t≪ 1/ν, (23)

где λ— длина волны, а ν — частота исследуемого сигнала.
На текущий момент нами установлено, что выполнение

неравенств (23) не является ни достаточным, ни необходи-
мым условием «успешности» численного решения уравне-
ний (5). Примеры, подкрепляющие этот тезис, показаны на
рис. 1 и 2, подробное описание и анализ которых приводит-
ся нами в следующем разделе. Данные примеры отчетливо
демонстрируют, что требуется как более точная формули-
ровка самого понятия «успешности» решения ψqY [m], по-
лученного в результате численного расчета по схеме (13),
(19)-(21), так и более корректный критерий его достижения.

3. Задача Коши для неоднородного уравнения
Как следует из вышесказанного, традиционно уравне-

ния Максвелла (5) численно решают следуя схеме Йи (13),
(19)-(21). С точки зрения математики данная методика
представляет собой итерационный алгоритм решения дис-
кретного аналога задачи Коши для системы неоднородных
уравнений. При этом на практике интересуются именно ре-
акцией системы на действие источниковJ → ψqY [m], по-
этому во всех известных нам публикациях полагают на-
чальное состояние системы невозбужденным, т.е. выбира-
ют

ψ0 ≡ 0. (24)

Вообще говоря, задание именно такого тривиально-
го начального условия не является обязательным. Вме-
сте с тем нами установлено, что далеко не любой выбор
ψ0 ̸= 0 приводит к корректному решению задачи. В связи
с этим отложим обсуждение данного вопроса до раздела 4,
а в рамках этого пункта будем исследовать именно тради-
ционную схему решения с начальным условием (24).
Определение 2. Будем называть решениеψqY [m], получен-
ное в ходе итерационного алгоритма Йи (13), (19)-(21), кор-
ректным с точностью ϵ > 0 в заданной областиX × T =
{(x, t)|x ∈ X, t ∈ T}, гдеX ⊂ R, а T ⊆ R+ ∪ 0, в слу-
чае выполнения условия∣∣∣∣∣D̂−1ψqY [m]− ψ̄(x, t)

ψ̄(x, t)

∣∣∣∣∣ ⩽ ϵ. (25)

Менее строго, будем называть решениеψqY [m] корректным
тогда, когда∣∣∣D̂−1ψqY [m]− ψ̄(x, t)

∣∣∣≪ ψ̄(x, t). (26)

Теперь, прежде чем формулировать критерий кор-
ректности решения ψY [m], приведем несколько конкрет-
ных примеров, демонстрирующих особенности поведе-
ния ψY [m] при различных источниках сигнала J . Во всех
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наших примерах будем полагать, что источник поля — то-
чечный, он расположен в узле сетки с номером m = 50
и генерирует сигналы ограниченной длительности τ . Кроме
того, будем считать, что формируемые источником сигна-
лы обладают определенной направленностью и для опре-
деленности распространяются вправо (m ⩾ 50). Для про-
граммной реализации такой схемы возбуждения необхо-
димо использовать технику, известную в литературе под
названием TF/SF — Total-Field/Scattered-Field (см., напри-
мер, [12–14]). Мы не будем останавливаться на ее описа-
нии, поскольку для основного содержания статьи это не
так важно, а все необходимые детали можно найти в ука-
занных источниках.

3.1. Квазигармонические сигналы. Рассмотрим сначала
сигналы с наиболее простым спектром, а именно: пусть ис-
точник «включается» в момент времени t = 0 и ток в нем
представляет собой синусоидальные функции времени

Js(x, t) = δ(x− 50∆x)A sin

(
2πct

λ0

)
(27)

и меняющиеся со временем по закону косинуса

Jc(x, t) = δ(x− 50∆x)A cos

(
2πct

λ0

)
. (28)

Здесь δ(x) — дельта-функция Дирака, указывающая по-
ложение источника, A — амплитуда создаваемого им
сигнала. Во всех наших численных примерах будем по-
лагать A = 1. Далее, при достижении времени τ , ис-
точник «выключается», и ток в нем обращается в нуль
J(x, t)|t>τ ≡ 0.

Процессы включения/выключения источника матема-
тически можно смоделировать, умножая функции (27)
и (28) на комбинацию функций Хевисайда вида θ(t)[1 −
θ(t − τ)]. Здесь первый множитель регулирует момент
включения источника, второй — определяет время его вы-
ключения. В связи с тем, что источник, по нашему предпо-
ложению, работает ограниченное время, сигналы, созда-
ваемые им, не являются строго монохроматическими, од-
нако всегда можно выбрать τ ≫ ∆t. Это позволит прене-
бречь влиянием такого рода немонохроматичности и счи-
тать всю систему работающей в квазигармоническом ре-
жиме. Для достижения этого зададим τ = 100∆t.

Теперь, после перечисления всех предварительных
деталей реализации схемы (13), (19)-(21), обсудим ее
непосредственные результаты, полученные для источни-
ков (27) и (28).

Так, на рис. 1 показан результат численного расчета для
синусоидального источника (27), генерирующего сигнал
с основной длиной волны в спектре λ0 = 3∆x. Очевидно,
что для этого случая сильное условие (23) заведомо не вы-
полняется. Вместе с тем из рисунка следует, что результаты
моделирования в этой ситуации можно считать корректны-
ми с точностью не хуже, чем ϵ = 0.14. Важно отметить, что
результаты дискретизации J q[m] = D̂J(x, t) тока (27) в
этих условиях корректны с той же степенью точности, что
и сами результаты моделирования, представляющие собой
состояние электромагнитного поля.
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Рисунок 1. Результаты моделирования для синусоидального точечного
источника (27) при λ0 = 3∆x (все остальные параметры расчета по-
дробно описаны в основном тексте).
Figure 1. Simulation results for a sinusoidal point source (27) at λ0 = 3∆x
(all other calculation parameters are described in detail in the main text).

Подтверждениями описанных выше фактов являются
следующие результаты. На верхней части рис. 1 хорошо
виден сигнал, имеющий синусоидальную форму и рас-
пространяющийся вправо так, что его передний фронт
к моменту времени q = 110 успел преодолеть дистанцию
∆m = 110. При этом область пространства, занимаемая
волновым пакетом, соответствует ровно ℓ = 33λ0, как это
и должно быть при избранных нами параметрах моделиро-
вания.

Кривые, изображенные на рис. 1, строго говоря, не яв-
ляются синусоидальными сигналами. Причины этого легко
понять, если учесть, что при выбранной нами длине вол-
ны λ0 = 3∆x и числе Куранта Sc = 1 временные отсче-
ты дискретизируют задающий сигнал всего три раза за его
период T . Вкупе с неизбежными ошибками округления при
численном счете это как раз и приводит к отмеченному по-
ведению J q . Стоит, однако, подчеркнуть, что на характе-
ре самого поля ψqY [m] указанные ошибки дискретизации
тока (27) сказываются не столь существенно, как в слу-
чае источника (28). Решающим здесь является именно про-
цесс начального развития сигнала, который хоть и являет-
ся достаточно резким (см. начальный участок нижней кри-
вой J q , изображенный на рис. 1, в сравнении с передним
фронтом поляEz вблизи узлаm = 160 на верхней кривой
того же рисунка), но эта резкость не столь принципиальна,
так как является не характеристикой самого сигнала (см.
обсуждения, связанные с рис. 2, и утверждение 2), а лишь
следствием не самой удачной его дискретизации.

Выполненные нами дополнительные расчеты показы-
вают, что с увеличением λ0 корректность (в смысле опре-
деления 2) схемы решения (13), (19)-(21) для синусоидаль-
ного источника (27) растет (а ϵ, соответственно, уменьша-
ется), так как при этом все более справедливыми становят-
ся условия (23). Кроме того, твердо установлено, что при
λ0 ⩽ ∆x ни о какой корректности решения говорить не
приходится.

После столь подробного анализа результатов модели-
рования для синусоидального источника (27) перейдем
к обсуждению особенностей работы источника (28). На
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рис. 2 показаны итоги расчетов (13), (19)-(21) в случае, когда
λ0 = 100∆x. При этом условия (23) заведомо выполняют-
ся, и результаты расчета должны быть существенно лучше
тех, что представлены на рис. 1.
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Рисунок 2. Результаты моделирования для точечного источника (28) при
λ0 = 100∆x.
Figure 2. Simulation results for a point source (28) at λ0 = 100∆x.

В действительности все обстоит ровно наоборот —
мгновенные значения решения ψqY [m], представленные
на рис. 2, не могут быть признаны корректными в смыс-
ле определения 2, так как представляют собой некоторый
«пилообразный» сигнал (как мы увидим впоследствии, это
достаточно типичная картина, возникающая в ходе FDTD-
моделирования). Более того, выделяется и то, что сигнал
«проникает» в область m < 50, в которой его не должно
быть согласно принятой нами схеме TF/SF.

Вместе с тем заметим, в данном конкретном случае ре-
зультат усреднения мгновенных значений ψqY [m], кото-
рый можно получить как полусумму его верхней и нижней
огибающих, вполне соответствует поведению ожидаемого
точного решения ψ̄q[m] и может быть признан корректным.
Так ли это в случае произвольного источника — вопрос на
данный момент открытый и требует более подробного изу-
чения.

Попытаемся понять причину столь разительного отли-
чия результатов моделирования в рассмотренных нами
случаях. Для этого отметим, что в некоторых источниках
(см., например, [12]) упоминается влияние на результаты
моделирования постоянной составляющей в спектре ис-
следуемого сигнала. Результатом Фурье-преобразования

f̃(ω) = F̂f(t) = 1√
2π

∞∫
−∞

f(t) e−iωt dt (29)

временно́й части сигналов (27) и (28) являются следующие
обобщенные функции

J̃s(ω) = iA

√
π

2
[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)] , (30)

J̃c(ω) = A

√
π

2
[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)] . (31)

Обращает на себя внимание тот факт, что в правых ча-

стях выражений (30) и (31) фигурируют дельта-функции
Дирака. Это является следствием того, что мы вычисляли
преобразование Фурье (29) для неограниченных во вре-
мени (и потому строго монохроматических) функций (27)
и (28). Учет ограниченной длительности данных сигна-
лов (другими словами, их квазигармоничности) приводит
к трансформации дельта-функций в функции более слож-
ного вида. В частности, первое слагаемое выражения (30)
преобразуется к виду

iτ

2
√
2π
A exp

[
−i(ω + ω0)τ

2

]
sinc

(ω + ω0)τ

2
.

Здесь использовано достаточно стандартное обозначе-
ние функции sincx = sin(x)/x. Для остальных слагае-
мых в (30) и (31) имеют место аналогичные замены, которые
не выписаны полностью в виду их громоздкости.

Для нас существенно то, что как для Фурье-трансфор-
мант (30) и (31), так и для более точных их аналогов, мож-
но с уверенностью утверждать отсутствие постоянной со-
ставляющей сигнала, т. е. F̂ [Js,c(t)](0) = 0.

3.2. Импульсы и негармонические сигналы. Теперь об-
судим особенности моделирования сигналов с более слож-
ным спектральным составом. Начнем со случая отдельных
импульсов, в котором ограничимся только двумя примера-
ми: импульсами гауссова вида

Jg(t) = A exp

[
−(t− t0)

2

w2

]
(32)

и импульсами в форме вейвлета Рикера

Jr(t) = A
(
1− 2 [πνm(t− t0)]

2
)
×

× exp
(
− [πνm(t− t0)]

2
)
.

(33)

Здесь, как и всегда, амплитудаA = 1, а t0,w и νm — есть
параметры сигналов (32) и (33), определяющие их форму.
Величина t0 в обоих случаях задает основную временную
задержку, т. е. тот момент времени, к которому достигает-
ся J(t0) = A. Значениеw регламентирует основную про-
должительность гауссова сигнала, так что его подавляю-
щая мощность источника тока сосредоточена во времен-
ном интервале [t0 − w, t0 + w]. Нам будет удобно вы-
ражать этот параметр в единицах шагов временной сетки
w = w∆t. Величина νm задает ту частоту в спектре вей-
влета Рикера, на которую приходится его максимум. Для
целей сопоставления всех результатов этого раздела нам
удобнее задавать не νm, а отвечающую ей длину волны
λm = c/νm, которую можно выразить в единицах шагов
пространственной сетки λm = lm∆x.

Для гауссова импульса временную задержку t0 можно
непосредственно задавать в форме t0 = dg∆t, в то время
как для вейвлета Рикера ее удобнее представлять в еди-
ницах обратной частоты, множителем dr, определенным
согласно:

t0 = dr
1

νm
= dr

λm

c
= dr

lm
Sc

∆t. (34)
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Последнее равенство здесь записано с помощью опреде-
ления числа Куранта (14). В дальнейшем нижний индекс
у параметра d в явном виде указывать не будем, так как
его смысл виден из контекста.

На рис. 3 показаны результаты моделирования соглас-
но схеме (13), (19)-(21) для источника (32), формирующего
направленные вправо гауссовы импульсы с разной шири-
ной w. На верхней части рисунка показаны мгновенные
распределения поля Ez[m] в пространстве для обоих им-
пульсов, вычисленные для удобства в такие моменты вре-
мени q, чтобы дистанции ∆m, пройденные данными сиг-
налами, отличались в два раза. Нижняя часть того же ри-
сунка иллюстрирует временную динамику токаJ q , форми-
рующего эти импульсы.
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Рисунок 3. Результаты моделирования для точечного источника (32) при
d = 30.
Figure 3. Simulation results for a point source (32) at d = 30.

Беглого взгляда, обращенного на данный рисунок,
вполне достаточно для утверждения, что результаты чис-
ленного расчета электромагнитного поля для сигнала
меньшей ширины w вполне корректны. В то же время ре-
зультат моделирования поля, созданного более широким
импульсом тока, проявляет те же особенности, что были от-
мечены нами при анализе работы источника (28). А именно,
мгновенные значения поля ψqY [m], рассчитанные в этом
случае, демонстрируют «пилообразное поведение», так что
истинную форму сигнала можно восстановить только как
полусумму его огибающих.

Вместе с тем, как было отмечено нами ранее, форма
гауссова сигнала определяется не только его шириной w,
но и задержкой d. Влияние этого параметра можно оценить
изучая рис. 4, на котором представлены результаты рас-
чета для гауссова источника (32), формирующего сигналы
одинаковой шириной w = 10, но с разной задержкой d.

На рис. 4 показано, что уменьшение временной задерж-
ки d гауссова импульса при том же значении его шириныw
ухудшает корректность результатов расчета. Это ухудше-
ние восприниматся не столь значительным, поскольку из-
менение значения d от 30 до 20 приw = 10 пусть и увели-
чивает начальный ток J 0

g примерно в 100 раз, но сама его
величина остается сравнительно небольшой и составляет
≈ 2 % от максимального значения. Заметим, что даль-
нейшее сокращение d, например до значения 10, ухуд-

шит корректность результатов расчета сигнала P3 силь-
нее, чем для более широкого импульса P2, представлен-
ного на рис. 3.
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Рисунок 4. Результаты моделирования для точечного источника (32) при
w = 10.
Figure 4. Simulation results for a point source (32) atw = 10.

Таким образом, рассмотренные примеры приводят к
выводу о том, что на корректность результатов численного
расчета по алгоритму Йи (13), (19)-(21) самым существенным
образом влияет именно величина начального тока J 0 ис-
точника (на рис. 3 этот уровень отмечен небольшой верти-
кальной стрелкой при нулевой абсциссе).

Заметим, что спектр гауссова сигнала

J̃g(ω) =
w√
2
A exp

[
−
(ωw

2

)2
− iωt0

]
, (35)

вообще говоря, имеет достаточно существенный вклад по-
стоянной составляющей. Поэтому для подтверждения вы-
водов, сформулированных в предыдущем абзаце, необхо-
димо исключить влияние данного фактора. При этом удоб-
но исследовать импульсы как раз в форме вейвлета Рике-
ра, поскольку их спектральный состав

J̃r(ω) =
ω2

2
√
2π3ν3m

A×

× exp

[
−
(

ω

2πνm

)2

− iωt0

] (36)

не имеет постоянной составляющей.
На рис. 5 представлены результаты численного расче-

та динамики электромагнитного поля согласно алгоритму
Йи (13), (19)-(21) для источника (33), формирующего направ-
ленные вправо импульсы в форме вейвлета Рикера с раз-
ной длиной волны, отвечающей максимуму в спектре lw .
Как и всегда до этого, верхняя часть рисунка представля-
ет собой распределение электрического поля в простран-
стве, тогда как нижняя — дает представление о развитии
со временем тока, являющегося источником сигнала.
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Рисунок 5. Результаты моделирования для точечного источника (33) при
d = 1.
Figure 5. Simulation results for a point source (33) at d = 1.

Параметры lw , использованные для двух источников,
действие которых показано на рис. 5, подобраны так, что-
бы формируемые ими импульсы существенно отличались.
Так, при малом значении lw = 3 (при этом λm ≳ ∆x,
но λm ̸≫ ∆x) пространственная протяженность соответ-
ствующего волнового пакета настолько узка, что оказыва-
ется сопоставимой с пространственным шагом сетки, одна-
ко его спектральный состав достаточно широк. В противо-
положность этому, для большого значения lw = 50 все об-
стоит ровно наоборот. Существенно, что для обоих импуль-
сов временная задержка выбрана одинаковой и единич-
ной d = 1, так что изначально (в момент времени q = 0)
оба импульса практически неотличимы от нуля, а макси-
мума достигают к моментам времени q = 3 и q = 50 соот-
ветственно.

−1.0

0.0

1.0

2.0

0 25 50 75 100 125 150 175 200

−0.5

0.0

0.5

1.0

0 25 50 75 100 125 150 175 200

Ez[m]

m

d = 1, q = 150
d = 0, q = 150

J q

q

d = 1
d = 0

Рисунок 6. Результаты моделирования для точечного источника (33) при
lm = 50.
Figure 6. Simulation results for a point source (33) at lm = 50.

Как и для рис. 3 и 4, мгновенные значения электри-
ческого поля на верхней части рис. 5 приведены для мо-
ментов времени, когда импульсы P4 и P5 успели пройти
дистанции, отличающиеся друг от друга в два раза. При
этом очень хорошо видно, что результаты моделирования
являются корректными в обоих случаях, и это обстоятель-
ство никак не связано со спектральным составом обоих
импульсов. Совершенно иначе обстоит дело тогда, когда

существенным оказывается начальное значение тока ис-
точника J 0

r ̸= 0. Добиться этого можно уменьшая значе-
ние задержки d. Сопоставление результатов моделирова-
ния с критическим случам d = 0 показано на рис. 6, все
остальные параметры на котором заданы такими же, как
и для импульса P4 на рис. 5.

Рис. 6 прекрасно иллюстрирует те выводы, которые по-
степенно формулировались при обсуждении результатов
моделирования для всех предыдущих источников сигнала.
Можно утверждать, что рис. 6 в некотором смысле комби-
нирует результаты, представленные ранее на рис. 1 и 2.

3.3. Результаты раздела. Дополнительно нами установ-
лено, что все особенности численного решения задачи Ко-
ши для неоднородного уравнения (5) с начальным услови-
ем (24) согласно схеме (13), (19)-(21), рассмотренные в дан-
ном пункте, остаются справедливыми и для других часто
встречающихся сигналов, таких как треугольные импуль-
сы, меандр и т. д. Таким образом, можно сформулировать
основной результат данного раздела в следующей форме.
Утверждение 2. Необходимым и достаточным условием
корректности численного решения ψqY [m] задачи Коши
для неоднородного уравнения Максвелла в вакууме (5)
с некоторым начальным условием ψ0, полученного в ходе
итерационного алгоритма Йи (13), (19)-(21), являются следу-
ющие ограничения:

1. Шаг пространственной сетки∆x⩽λmin (гдеλmin —
это минимальная длина волны в спектре сигнала, ге-
нерируемого источником);

2. Начальный ток источника не имеет существенных
скачков по сравнению с заданной начальной конфи-
гурацией электрического поля J 0[m] ≪ E0

z [m].
Замечание 3. Требование ∆t ⩽ 1/νmax, вообще говоря,
излишне, так как оно обеспечивается автоматически при
соблюдении первого условия Утверждения 2 и разумном
выборе числа Куранта (Sc ⩽ 1).
Замечание 4. Характер спектра сигналов, генерируемых
источником тока, не влияет на корректность моделиро-
вания в рассматриваемом нами случае распространения
в вакууме. Вместе с тем спектральный состав (и в особен-
ности его постоянная составляющая F̂ [φ(t)] (0)) сигна-
лов — один из ключевых факторов, влияющих на коррект-
ность моделирования в случае их генерации и распростра-
нения в той или иной среде. Этот вопрос очень обширен
и требует отдельного рассмотрения.

4. Задача Коши для однородного уравнения
До этого момента с помощью алгоритма Йи мы исследо-

вали поведение электромагнитного поля ψqY [m], создава-
емого источником токаJ q[m] при нулевой начальной кон-
фигурации поля. С математической точки зрения решалась
задача Коши для неоднородного уравнения Максвелла (5)
с тривиальным начальным условием (24). Теперь посмот-
рим на задачу с иной точки зрения. А именно, будем счи-
тать то решение ψqY [m], которое нами получено для неод-
нородной задачи Коши к моменту завершения действия
ограниченного по времени источника, начальным состоя-
нием поля ψ0[m] = ψqY [m]

∣∣
q⩾τ/∆t.
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Поскольку оператор L̂, определенный согласно (4), аб-
солютно одинаков как для однородного, так для неод-
нородного уравнения, то совершенно ясно, что решение
сформулированной таким образом задачи Коши для одно-
родного уравнения полностью эквивалентно решению со-
ответствующей задачи Коши для неоднородного уравне-
ния. Именно это и имелось в виду при формулировании
утверждения 1, причем единственным необходимым усло-
вием здесь является только ограниченность во времени
источника поля.

4.1. Конфигурации полей, соответствующие бегущим
волнам. Наиболее просто продемонстрировать эквива-
лентность задач Коши, о которых говорилось выше, можно
в случае конфигураций электромагнитного поля с той или
иной избранной направленностью. В частности, в преды-
дущем разделе с помощью техники TF/SF мы везде моде-
лировали волны, распространяющиеся в вакууме вправо от
источника, расположенного в точкеm = 50. При этом, по-
скольку векторыE,H и k составляют в электромагнитной
плоской волне правую тройку [15–17], всегда справедливо

Hq
y [m] = −

E
q+ 1

2
z

[
m− 1

2

]
η

. (37)

В случае распространения волны влево предыдущее
равенство должно быть заменено соотношением:

Hq
y [m] =

E
q+ 1

2
z

[
m+ 1

2

]
η

. (38)

Пользуясь этим, зададим начальную конфигурацию
электромагнитного поля вида:

ψ0[m] =

 E∗
z [m]

E∗
z

[
m+ 1

2

]
/η

 , (39)

где E∗
z [m] — распределение напряженности электриче-

ского поля, показанное на рис. 4 для импульса P1. Да-
лее, следуя описанной ранее схеме Йи (13), (19)-(21), будем
решать задачу без источников J = 0. Результат решения
в данном случае приведен на рис. 7.
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Рисунок 7. Решение задачи Коши для однородного уравнения Максвел-
ла с начальным условием в виде гауссова импульса (39), направленного
влево.
Figure 7. Solution of the Cauchy problem for the homogeneousMaxwell equa-
tion with initial condition in the form of Gaussian pulse (39) directed to the
left.

Как и следовало ожидать, картина, изображенная на
рис. 7, представляет собой гауссов импульс, распростра-
няющийся из начального состояния влево без искаже-
ния формы. Результаты моделирования вполне можно при-
знать корректными с точки зрения определения 2. На-
ми установлено, что тоже самое относится к импульсам
и ограниченным сигналам любой другой формы — коль
скоро начальная конфигурация поля представляет со-
бой (37) или (38) (для любого наперед заданного распре-
деления E∗

z [m]), решение задачи Коши для однородного
уравнения всегда будет корректным.

4.2. Конфигурации поля, соответствующие излуче-
нию ненаправленных источников. В случае, когда гово-
рить о конкретной направленности электромагнитного по-
ля нельзя, начальное состояние электромагнитного поля
должно представлять собой суперпозицию обоих конфи-
гураций (37) и (38) одновременно.
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Рисунок 8. Некорректно заданная начальная конфигурация электромаг-
нитного поля вида (40) для ненаправленного гауссовского импульса и его
развитие во времени.
Figure 8. Incorrectly specified initial configuration of the electromagnetic
field of the form (40) for a non-directional Gaussian pulse and its evolution
over time.

Здесь очень важно подчеркнуть, что распределение
напряженности электрического поля E∗

z [m], показанное
на рис. 4 для импульса P1 и уже использованное нами ра-
нее в предыдущем подпункте, не может рассматриваться
теперь в качестве «отправной точки» для задания ψ0[m].
Это связано с тем, что для данной конфигурации электри-
ческого поля импульсы, разбегающиеся в противополож-
ные от источника стороны, еще «не разделились оконча-
тельно» (другими словами, прошло лишь время τ/2, но ни-
как не τ ). Это вызывает существенные численные ошибки
и неправильные результаты моделирования в целом, что
очень легко понять, анализируя рис. 8.

Нижняя часть данного рисунка демонстрирует началь-
ную конфигурацию электромагнитного поля, для которой
принято заданным распределение напряженности элек-
трического поля E∗

z [m], соответствующее импульсу P1

рис. 4. Распределение напряженности магнитного поля за-
дается с помощью комбинации (38) для левой полови-
ны пакета и (37) для правой соответственно. Очевидно,
что здесь имеется существенная «нефизическая» особен-
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ность — конечный разрыв напряженности магнитного поля
в центре волнового пакета.

Разрывное поведение магнитного поля в начальной
конфигурации волнового пакета ответственно за дальней-
шее некорректное поведение решения. А именно, верхняя
часть рис. 8 иллюстрирует, что в последующие моменты
времени как магнитное, так и электрическое поле демон-
стрируют «пилообразное поведение» в центральной зоне
пространства, расположенной между двумя «половинка-
ми начального гауссова импульса, расходящимися влево
и вправо».

Остается нераскрытым лишь следующий вопрос. Дей-
ствительно ли указанная начальная конфигурация поля
некорректна? Если попытаться придать ей некий физиче-
ский смысл, то такое поведение решения можно интерпре-
тировать следующим образом. В начальный момент време-
ни источник тока оказался «резко выключен» именно в той
ситуации, когда формируемый им сигнал достиг максиму-
ма. Очевидно, что при этом неизбежно должно проявить се-
бя явление самоиндукции, действие которого как раз и на-
блюдается в виде «бесконечного пилообразного сигнала»
в постоянно расширяющейся центральной области. Впро-
чем, если вспомнить развиваемые нами ранее соображе-
ния об усреднении некорректно ведущих себя сигналов по
их огибающим, то данным явлением, вообще говоря, мож-
но пренебречь, так как средние значения напряженностей
полей в центральной области всегда остаются нулевыми,
и две половинки начального гауссова импульса действи-
тельно расходятся влево и вправо. Насколько можно поль-
зоваться такой интерпретацией решения— вопрос, по всей
видимости, еще открытый, но не лишенный смысла.

4.3. Иные конфигурации поля. Метод FDTD в том виде,
в котором он сформулирован в данной работе, вообще го-
воря, некорректен для задач статики, поскольку уравнения
Максвелла (2) нами были отброшены в самом начале и ни-
как не принимались в расчет при алгоритмизации схемы
решения (13), (19)-(21). В связи с этим очевидно, что конфи-
гурации электромагнитного поля вида

ψe
0[m] =

(
Ez[m]

0

)
(40)

или

ψm
0 [m] =

(
0

Hy[m]

)
(41)

в общем случае не могут рассматриваться нами в качестве
корректно заданных начальных условий для однородной
(а равно и неоднородной) задачи Коши. Вместе с тем до-
статочно интересным представляется исследование пове-
дения решений, определяемых алгоритмом Йи (13), (19)-(21),
и в этих случаях.

В качестве примеров достачно посмотреть на рис. 9
и 10, которые иллюстрируют поведение численного реше-
ния однородной задачи Коши для начальных конфигура-
ций вида (40). На рис. 9 исходное распределение Ez[m]
задано равным конфигурации электрического поля им-
пульса P1 (см. рис. 3), а на рис. 10 — соответствующим им-
пульсу P4 (см. рис. 5).
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Рисунок 9. Некорректно заданная начальная конфигурация электромаг-
нитного поля вида (40) для ненаправленного гауссова импульса и ее раз-
витие со временем.
Figure 9. Incorrectly specified initial configuration of the electromagnetic
field of the form (40) for a non-directional Gaussian pulse and its evolution
over time.

Очевидно, что результаты моделирования ни в том, ни
в другом случае, строго говоря, не могут быть признаны
корректными, хотя для гауссова импульса решение вы-
глядит «несколько более плавным». Понятно, что руковод-
ствоваться такими соображениями при оценке корректно-
сти решения нельзя, тем более, что здесь важнейшим яв-
ляется вопрос правильной интерпретации полученных ре-
зультатов. Данный вопрос на текущий момент нами еще не
закрыт, а его более подробное изучение может быть про-
должено в последующих работах.
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Рисунок 10. Некорректно заданная начальная конфигурация электромаг-
нитного поля вида (40) для ненаправленного импульса в форме вейвлета
Рикера и ее развитие со временем.
Figure 10. Incorrectly specified initial configuration of the electromagnetic
field of the form (40) for a non-directional impulse in the form of a Ricker
wavelet and its evolution over time.

Заключение
Таким образом, в данной работе исследованы особен-

ности численного решения уравнений Максвелла методом
FDTD в различных формулировках. Показано, что для слу-
чая ограниченных во времени источников поля задачу Ко-
ши для неоднородной системы уравнений можно сформу-
лировать в форме эквивалентной задачи Коши для систе-
мы однородных уравнений, в качестве начального условия
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которой выступает решение исходной задачи, полученное
к моменту окончания действия источника. Указано, что для
бегущих волн с избранной направленностью такая пере-
формулировка возможна всегда, в то время как для расхо-
дящихся волн при определении начальной конфигурации
поля имеются некоторые особенности, которые обязатель-
но следует учитывать.

Кроме того, нами определен критерий для оценки сте-
пени корректности численного решения, полученного ме-
тодом FDTD согласно алгоритму Йи. С помощью данного
критерия проанализированы особенности численного ре-
шения однородных и неоднородных задач Коши для раз-
личных форм начальных конфигураций электромагнитных
полей и задающих импульсов. Сформулированы необходи-
мые и достаточные условия корректности получаемых ре-
шений.

Авторы благодарны Р.Н. Скандакову (ФМИ ФИЦ Коми
НЦ УрО РАН), В.С. Власову (Сыктывкарский государствен-
ный университет имени Питирима Сорокина) и В.В. Темно-
ву (LSI, Ecole Polytechnique, CEA/DRF/IRAMIS, CNRS, Institut
Polytechnique de Paris) за конструктивную критику, полез-
ные замечания и внимание, стимулировавшие данное ис-
следование.
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Юбилеи Anniversaries
Отдел математики
Коми НЦ УрО РАН
(к 30-летию образования)

The Department of Mathematics
of the Komi SC UB RAS
(to the 30th anniversary of foundation)

Тридцать лет назад, 13 мая 1993 г., в Коми научном цен-
тре Уральского отделения Российской академии наук был
создан на правах института Отдел математики — первое
самостоятельное математическое подразделение центра.
В ознаменование этого события публикуем Постановление
Президиума Российской академии наук от 11 мая 1993 г.
«Об организации Отдела математики Коми научного цен-
тра Уральского отделения РАН (представление Президи-
ума Уральского отделения)». Впоследствии Отдел мате-
матики преобразован в Физико-математический институт
ФИЦ Коми НЦ УрО РАН.

Thirty years ago, on May 13, 1993, the Department of
Mathematics was established as an institute at the Komi
Science Center of the Ural Branch of the Russian Academy
of Sciences. It was the first independent mathematical unit
of the center. In commemoration of this event, we publish
Resolution of the Presidium of the Russian Academy of
Sciences dated from May 11, 1993 “On organization of the
Department of Mathematics of the Komi Science Centre of
the Ural Branch RAS (recommendation of the Presidium of the
Ural Branch)”. Then, the Department of Mathematics was re-
named into the Institute of Physics andMathematics FRC Komi
SC UB RAS.

Н.А. Громов,
главный научный сотрудник
ФМИ ФИЦ Коми НЦ УрО РАН

Редакционный совет журнала «Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук»
поздравляет коллектив Физико-математического института с юбилейной датой!

Желаем новых научных открытий и достижений.
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