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Аннотация
В работе предлагается основанный на соображениях
симметрии простой метод нахождения нерелятивистско-
го уравнения для частицы со спином 3/2 с учетом внеш-
них электромагнитных и гравитационных полей, основан-
ный на исходном релятивистском уравнении и выделении
больших и малых компонент волновой функции в нереля-
тивистком пределе с использованием метода проективных
операторов. Сначала этот вопрос рассмотрен в простран-
стве Минковского, затем результат обобщен на случай ис-
кривленного пространства.

Abstract
In the paper, a new and simple approach to derive the non-
relativistic equation for a spin 3/2 particle in presence of ex-
ternal electromagnetic and gravitational fields is proposed.
It is based on the initial relativistic equation and the general
method to determine the large and small components of the
wave function in the non-relativistic limit with the use of pro-
jective operator method. First The problem is first solved in
Minkowsly space, after that this approch is extended to curved
space-time background.
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Введение
После классических работ Паули–Фирца и Рариты–

Швингера об описании частиц со спином 3/2 [1–3] в научной
литературе сохраняется устойчивый интерес к различным
аспектам теории этого поля [4–23]. В работе предлагается
простой метод нахождения уравнения паулиевского типа
для частицы со спином 3/2, сначала этот вопрос рассмот-
рен в пространстве Минковского, затем результат обобщен
на случай пространства с кривизной.

Нерелятивистское приближение в релятивистских вол-
новых уравнениях возможно (независимо от величины
спина частицы) в классе пространств с метрикой

dS2 = (dx0)2 + gij(x)dx
idxj ,

e(a)α(x) =

(
1 0
0 e(i)k(x)

)
. (1)

При этом выражения для связности существенно упроща-
ются [1]:

Γ0 =
1

2
J ikem(i)(∇0e(k)m),

Γl =
1

2
J ikem(i)(∇le(k)m), (2)

вклад в связность от генераторов J0k отсутствует; ис-
пользуется следующее обозначеие для трех генераторов
J ik = σik⊗ I+ I⊗ jik ; релятивистская волновая функ-
ция является вектор-биспинором относительно группы Ло-
ренца.

1. Нерелятивистское уравнение в пространстве
Минковского

Вначале обратимся к трасформационным свойствам
нерелятивистской волновой функции относительно группы
вращений. При этом 2-мерные спиноры, входящие в
биспинор, преобразуются относительно группы вращений
одинаково:

Ψ ∼

Φ1(0) Φ1(1) Φ1(2) Φ1(3)

Φ2(0) Φ2(1) Φ2(2) Φ2(3)

φ1(0) F1(1) F1(2) F1(3)

φ2(0) F2(1) F2(2) F2(3)

 ,

Ψ ∼
(
Φ Φ⃗

φ F⃗

)
. (3)
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Законы преобразования относительно группы вращений
(глобальной или локальной) такие:

Φ′ = BΦ, φ′ = Bφ, Φ′ = (B ⊗O)Φ,

F ′ = (B ⊗O)F, (4)

где матрицыB иO описывают преобразования вращения
для 2-спиноров и 3-векторов.

Из более детального изложения в [2] следует, что если
в полной 16-компонентной волновой функции оставить
только большие компоненты, то первый столбец при этом
зануляется (в нем содержатся только малые компоненты):

Ψ ∼

0 L1 L3 L5

0 L2 L4 L6

0 L1 L3 L5

0 L2 L4 L6

 , (5)

и закон преобразования для оставшихся больших
компонент такой:

Ψ+ =

Φ1(1) Φ1(2) Φ1(3)

Φ2(1) Φ2(2) Φ2(3)

F1(1) F1(2) F1(3)

F2(1) F2(2) F2(3)

 =

(
Φ
F

)
,

Φ′ = (B ⊗O)Φ, F ′ = (B ⊗O)F ; (6)

достаточно следить за двумя первыми строками.
Найдем соответствующие формулам (6) выражения для
генераторов нерелятивистских преобразований

Jj = (i/2)σj ⊗ I + I ⊗ Vj , j = 1, 2, 3, (7)

где

V1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , V2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 ,

V3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Для операторов Vk, k = 1, 2, 3 выполняются коммута-
ционные соотношения V1V2 − V2V1 = V3 и циклическая
перестановка индексов.

Найдем сначала матричное представление для
генераторов Jj :

J1Ψ =

(
iΦ21

2

(
iΦ22

2
− Φ13

) (
Φ12 +

iΦ23

2

)
iΦ11

2

(
iΦ12

2
− Φ23

) (
iΦ13

2
+Φ22

)) ,
J2Ψ =

((
Φ13 +

Φ21

2

)
Φ22

2
1
2
(Φ23 − 2Φ11)(

Φ23 − Φ11

2

)
−Φ12

2

(
−Φ13

2
− Φ21

)) ,
(8)

J3Ψ =

( (
iΦ11

2
− Φ12

) (
Φ11 +

iΦ12

2

)
iΦ13

2(
− iΦ21

2
− Φ22

) (
Φ21 − iΦ22

2

)
− iΦ23

2

)
.

В 6-мерном представлении имеем

Φt = (Φ11,Φ12,Φ13,Φ21,Φ22),Φ23
)t =

= (L1, L3, L5, L2, L4, L6)
t,

J1 =


0 0 0 i/2 0 0
0 0 −1 0 i/2 0
0 1 0 0 0 i/2
i/2 0 0 0 0 0
0 i/2 0 0 0 −1
0 0 i/2 0 1 0

 ,

J2 =


0 0 1 1/2 0 0
0 0 0 0 1/2 0
−1 0 0 0 0 1/2
−1/2 0 0 0 0 1
0 −1/2 0 0 0 0
0 0 −1/2 −1 0 0

 ,

J3 =


i/2 −1 0 0 0 0
1 i/2 0 0 0 0
0 0 i/2 0 0 0
0 0 0 −i/2 −1 0
0 0 0 1 −i/2 0
0 0 0 0 0 −i/2

 , (9)

где ()t обозначает транспонирование. Вычисляем комму-
таторы

J1J2−J2J1 = J3+


−i 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0
0 0 0 i −1 0
0 0 0 1 i 0
0 0 0 0 0 i

 = J3+K3,

J2J3−J3J2 = J1+


0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0 −i
−i 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0

 = J1+K1,

J3J1−J1J3 = J2+


0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

 = J2+K2.

Квадраты матриц Ki пропорциональны единичной
матрице I

K2
1 = K2

2 = K2
3 = −I, (10)

а для матриц выполняются антикоммутационные
соотношения

K2K3 +K3K2 = 0, K3K1 +K1K3 = 0,

K1K2 +K2K1 = 0 (11)

равенства

K2K3 = K1, K3K1 = K2, K1K2 = K3 (12)

и коммутационные соотношения

K2K3 −K3K2 = 2K1, K3K1 −K1K3 = 2K2,

K1K2 −K2K1 = 2K3.
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Изменением нормировки Si = 1
2
Ki они принимают вид

перестановочных соотношений для группы вращений

S2S3 − S3S2 = S1, S3S1 − S1S3 = S2;

S1S2 − S2S1 = S3. (13)

Если учесть антикоммутаторыK2K3 = −K3K2,
K3K1 = −K1K3, K1K2 = −K2K1, то легко получить
тождество

(K1D1 +K2D2 +K3D3)
2 = −(D2

1 +D2
2 +D2

3)+

+K2K3(D2D3 −D3D2) +K3K1(D3D1 −D1D3)+

+K1K2(D1D3 −D2D1),

т. е.
(K1D1 +K2D2 +K3D3)

2 =

= −(D2
1 +D2

2 +D2
3) + ieF23K2K3+

+ieF31K3K1 + ieF12K1K2.

Разделив это равенство на 2M , получим соотношение

1

2M
(K1D1 +K2D2 +K3D3)

2
=

= − 1

2M
(D2

1 +D2
2 +D2

3)+

+
ie

M
(F23S1 + F31S2 + F12S3), (14)

которое напоминает структуру гамильтониана для
нерелятивистской частицы со спином 3/2 .

Убедимся, что в (14) действительно записано найденное
в [2] нерелятивистское уравнение для частицы со спином
3/2. Исходим из системы уравнений (14), записанной
в матричном виде

iD0


L1

L3

L5

L2

L4

L6

 = − 1

2M
D2


L1

L3

L5

L2

L4

L6

+

+
ie

2M


F23


0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0 −i
−i 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0

+

+F31


0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

+

+F12


−i 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0
0 0 0 i 0 0
0 0 0 0 i 0
0 0 0 0 0 i






L1

L3

L5

L2

L4

L6

 .

В явном виде имеем шесть уравнений

iD0L1 = −
1

2M
D2L1 + µF23(−iL2)+

+ µF31(−L2) + µF12(−iL1),

iD0L3 = −
1

2M
D2L3 + µF23(−iL4)+

+ µF31(−L4) + µF12(−iL3),

iD0L5 = −
1

2M
D2L5 + µF23(−iL6)+

+ µF31(−L6) + µF12(−iL5),

iD0L2 = −
1

2M
D2L2 + µF23(−iL1)+

+ µF31(+L1) + µF12(+iL2),

iD0L4 = −
1

2M
D2L4 + µF23(−iL3)+

+ µF31(+L3) + µF12(+iL4),

iD0L6 = −
1

2M
D2L6 + µF23(−iL5)+

+ µF31(+L5) + µF12(+iL6).

Учтем в них условия связи (см. в [2])

L3 = (iL1 − iL6), L4 = (−iL2 − iL5);

вместо iD0L3 и iD0L4 это дает

iD0(L1−L6) = −
1

2M
D2(L1−L6)+µF23(iL2+iL5)+

+µF31(L2 + L5) + µF12(−iL1 + iL6),

iD0(L2 + L5) = −
1

2M
D2(L2 + L5)+

+µF23(iL1 − iL6) + µF31(+iL3) + µF12(iL2 + iL5),

Собираем полученные уравнения в две группы.
Первая группа включает iD0L1, iD0(L1−L6), iD0L6.

Комбинируем уравнения так, чтобы слева получить
выражения для L1 + L6, 2L1 − L6, 2L6 − L1. Имеем

iD0(L1 + L6) = −
1

2M
D2(L1 + L6)+

+µF23(−iL2 − iL5) + µF31(−L2 + L5)+

+µF12(−iL1 + iL6),

iD0(2L1 − L6) = −
1

2M
D2(2L1 − L6)+

66
Известия Коми научного центра Уральского отделения Российской академии наук № 6 (82), 2025
Серия «Физико-математические науки»
www.izvestia.komisc.ru



+µF23(−2iL2 + iL5) + µF31(−2L2 − L5)+

+µF12(−2iL1 − iL6),

iD0(2L6 − L1) = −
1

2M
D2(2L6 − L1)+

+µF23(−2iL5 + iL2) + µF31(2L5 + L2)+

+µF12(2iL6 + iL1).

Убеждаемся, что третье уравнение — это разность между
первым и вторым, следовательно, третье уравнение можно
отбросить.

Вторая группа включает iD0L2, iD0(L2+L5), iD0L5.
Комбинируем уравнения так, чтобы слева получить
выраженияL2−L5, 2L2+L5, L2+2L5. Тогда приходим
к уравнениям

iD0(L2 − L5) = −
1

2M
D2(L2 − L5)+

+µF23(−iL1+iL6)+µF31(L1+L6)+µF12(iL2+iL5),

iD0(2L2 + L5) = −
1

2M
D2(2L2 + L5)+

+µF23(−2iL1−iL6)+µF31(2L1−L6)+µF12(2iL2−iL5),

iD0(L2 + 2L5) = −
1

2M
D2(L2 + 2L5)+

+µF23(−iL1−2iL6)+µF31(L1−2L6)+µF12(iL2−2iL5);

убеждаемся, что третье уравнение – это разность между
вторым и первым; следовательно, третье уравнение можно
отбросить. Таким образом, независимыми являются четыре
уравнения для iD0(L1 + L6), iD0(L2 − L5),
iD0(2L1 − L6), iD0(2L2 + L5).

Введем новую 4-компонентную функцию

Ψ =

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4

 =

1 0 0 1
0 1 −1 0
2 0 0 −1
0 2 1 0


L1

L2

L5

L6

 ,

L1 =
1

3
Ψ1 +

1

3
Ψ3, L2 =

1

3
Ψ2 +

1

3
Ψ4,

L5 =
1

3
Ψ4 −

2

3
Ψ2, L6 =

2

3
Ψ1 −

1

3
Ψ3. (15)

В результате система четырех уравнений принимает вид

iD0Ψ1 = −
1

2M
∆Ψ1 +

ie

M

(
1

6
iF23(Ψ2 − 2Ψ4)−

−1

2
F31Ψ2 +

1

6
iF12(Ψ1 − 2Ψ3)

)
,

iD0Ψ2 = −
1

2M
∆Ψ2 +

ie

M

(
1

6
iF23(Ψ1 − 2Ψ3)+

+
1

2
F31Ψ1 −

1

6
iF12(Ψ2 − 2Ψ4)

)
, (16)

iD0Ψ3 = −
1

2M
∆Ψ3 +

ie

M

(
1

6
iF23(Ψ4 − 2Ψ2)+

+
1

6
F31(Ψ4 − 2Ψ2)−

1

2
iF12Ψ3

)
,

iD0Ψ4 = −
1

2M
∆Ψ4 +

ie

M

(
−1

6
iF23(2Ψ1 −Ψ3)+

+
1

6
F31(2Ψ1 −Ψ3) +

1

2
iF12Ψ4

)
.

Эту систему уравнений можно записать в матричном виде

iD0Ψ = − 1

2M
∆Ψ =

=
ie

3M
(F23S1 + F31S2 + F12S3)Ψ, (17)

гдеΨt = (Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4, )
t, а матрицы

S1 =
i

2

 0 1 0 −2
1 0 −2 0
0 −2 0 1
−2 0 1 0

 ,

S2 =
1

2

0 −3 0 0
3 0 0 0
0 −2 0 1
2 0 −1 0

 ,

S3 =
i

2

1 0 −2 0
0 −1 0 2
0 0 −3 0
0 0 0 3


удовлетворяют коммутаторам S1S2 − S2S1 = S3 плюс
циклическая перестановка индексов. Следовательно,
они могут рассматриваться как составляющие оператора
спина.

Найдем преобразование, которое приводит матрицу S3

к диагональному виду:

S3Ψ = σΨ, Ψ̄ = SΨ, S−1Ψ̄ = Ψ,

SS3S
−1 =

σ1 0 0 0
0 σ2 0 0
0 0 σ3 0
0 0 0 σ4

 = S̄3.

После простых вычислений получаем

S =

 0 0 0 1
−2 0 1 0
0 −2 0 1
0 0 1 0

 ,

S−1 =

 0 −1/2 0 1/2
1/2 0 −1/2 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 . (18)

Спиновые матрицы в новом базисе имеют вид

S̄1 =

 0 −1/2 0 0
−3/2 0 −1 0
0 −1 0 −3/2
0 0 −1/2 0

 ,
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S̄2 =

 0 −i/2 0 0
3i/2 0 −i 0
0 i 0 −3i/2
0 0 i/2 0

 ,

S̄3 =

−3/2 0 0 0
0 −1/2 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 3/2

 .

2. Обобщение на случай римановой геометрии
пространства

Можно легко обобщить полученное уравнение
в декартовых координатах на общековариантный
случай. Структура нерелятивистского уравнения в любых
криволинейных координатах должна записываться так
(исходим из 6-мерного уравнения):

iD0Ψ6 =
1

2M

[
Kj(x)

(
∂

∂xj
+ Γj(x) + ieAj(x)

)]2
Ψ6,

Kj(x) = Kie
j
(i)(x),

Γj(x) =
1

2
Jklen(k)(x)∇je(l)n(x), (19)

где обобщенные производные задаются следующими
формулами (k = 1, 2, 3) :

D0(x) = ∂0 + ieA0(x)+

+
1

2
(σps ⊗ I + I ⊗ jps)γ[ps]0(x). (20)

Dk(x) = ej(k)(x)(∂j + ieAj(x))+

+
1

2
(σps ⊗ I + I ⊗ jps)γ[ps]k(x). (21)

Связи между большими компонентами задаются
прежними соотношениями. Также ничего не меняется
в алгебраических преобразованиях, показывающих
существование только четырех независимых уравнений.
Отличие только в том, что во всех преобразованиях
и конечном 4-мерном уравнении используются выражения
для обобщенных операций дифференцирования. Соот-
ветственно, вместо представления (17) получаем более
общее уравнение

iD0(x)Ψ = − 1

2M

(
D2

1(x) +D2
2(x) +D2

3(x)
)
Ψ+

+
1

2M
(D[23]S1 +D[31]S2 +D[12]S3)Ψ4, (22)

где введены коммутаторыдля обобщенных производных из
(21): D[kl] = Dk(x)Dl(x)−Dl(x)Dk(x).

Заключение

Выведенное нерелятивистское уравнение (22) для
частицы со спином 3/2 в значительной степени лишь
фиксирует его общую математическую структуру. Понятно,
что коммутаторы в уравнении (22) предполагают
существование дополнительных геометрических членов
взаимодействия, обусловленных искривленной структурой
пространства (1); при этом следует ожидать появления
тензора и скаляра Риччи: Rab(x), R(x). С учетом
того, что предполагается вполне определенная структура
метрики пространства (1), отличными от нуля будут только
компоненты тензора Риччи с отличными от нуля индексами.

Автор заявляют об отсутствии конфликта интересов.
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